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-      "-J-pjRlS^  RUE  DAUJ>HINÉ, 

Chez  Claude-Antoine  JOMBERT,  fils  aîné,  Librâîr^ 

du  Roi  pour  le  Génie  6c  rAmUerle» 


E  L  E  M  E  N  s 

DU 

CALCUL    INTEGRAL 

PREMIERE    PARTIE, 

FAR  tES  PP.   [:■:■  -  *;: 

LESEUR,  ET  JACQUIER, 

Z?^   /a  Société  Ro/ale  de  Londres  y  de  F  Académie  de   Berlin  y 
■    de   tlnjiitut   de    Boulogne ,     (7  Correfpondant 
de  t Académie  Royale   des  Sciences* 


A    PARME, 

Chez  les  Héritiers    Monti, 
Imprimeurs  par  Privilège   de   Son  Altefle  Royale. 

M.    D  C  C    L  X  V  I  I  I.  (ijéf) 
Avec  Approbation t 


■    « 


A  SON  ALTESSE   ROrALE 

L'  I  N  F  A  N  T 

DUC  DE  PARME, 
DE    PLAISANCE,  &c. 


Mo: 


»NSEIGNEUR, 


L'Ouvrage  que  nous  avons  rhonneur 
de  pre/eater  a  Votri  Altessi  JRorxir, 
Ô"  que  nous  nous  propofions  depuis  long- 


E  P  ir  R  Ei 
iems  de  mettre  au  jour ,  a  été  beureufe^ 
ment  retardé  pour  paroHre  fous  les  auf 

plces  dun  Prince    AuGVSTEi   ^^^  ^^   ^fi 

le  ProteBeur  par  fes  bienfaits  ^  &  qui  en 
pourroit  être  le  Juge  par  fes  lumières: 
c*eft    un   témoignage    que   nous  pouvons 

» 

rendre  avec  dautant  plus  de  jufiice , 
qu  ayant   la  gloire   d avoir  été    appelles 

auprès    de     Votre     Altesse     Royale  y 

nous  avons  moins  été  les  DireBeurs  de 
vos  Etudes,  que  les  témoins  &  les  ad' 
mirateurs  des  connotjfances ,  que  vous 
avies  déjà  acquifes.  Nous  avons  cejfé 
den  être  furpris,  lorfque  nous  avons 
connu  de  près  la  pénétration  de  Votre 
Génie  y  qui  vous  deftinoit  aux  Sciences , 
comme  Votre  Augufte  Nom  vous  a  fait 
naître  pour  le  Throne.  Ces  difpofitions 
naturelles  ne  pouvaient  manquer  declater 

bientôt  y   aidées  par   les  foins   de    deuiç 


Hommes  h/fcBabksy  auxquels  a  été  con^ 
fié  k  dépôt  précieux  de  Votre  Education* 

Ceft   à   leur    zèle  ,    Monseigneur  ,    que 

Vous  étés  redevable  de  votre  InfiruBhrty 
&  que  vos  Sujets  doivent  ces  fentimens 

de  douceur  &  daffabilité ,  qui  vous 
rendent  cher  non  feulement  a  ceux  qui 
ont  davantage  de  vivre  fous  vos  Loix  ; 
mais  encore  a  tous  les  Etrangers  y  qui 
ont  eu  Pbonneur  detre  admis  auprès  de 

Votre    Personne    Royale j    Ô*  qui   por- 

tent  par  tout  la  renommée  de  Vos  rares 
qualités.  Elevé  dés  votre  plus  tendre 
jeunejfe  dans  les  Sciences  tr  la  Uttera' 
ture  y  guidé  dans  Part  du  Gouverne^ 
ment  par  un  fage  Miniftre ,  qui  ne 
s  occupe  que  du  bonbeur  de  Vos  Peuples  y 
étant  enfin  orné ,  comme  Vo  us  Pètes , 
de  toutes  les  connotjfances  qui  conviennent 
a  la  majefté  dun  Souverain  y  &  éclair i 


*  «>  ♦ 


\ 


far  ks  Sckffces  -exaSt'i  ,  qui  -nj^mPtitt 
des  forces  a  l^entendernent  ;  on  ne  peut 
concevoir  de  Vous  ,  MoNsirciituR^  que 
ks  efperances  ks  plus  glorkufes.^  Nous 
ne  pouvons  trop  nous  applaudir  du 
délai  de  cet  Ouvrage^  puis  qu'il  nous 
fournit  foccafion  de  rendre  public  , 
autant  quil  tft  en  nous ,  P hommage  du 
profond  refpeB  avec  lequel  nous  avons 
r honneur  detre, 

MONSEIGNEUR  , 


De  Votre  ^Altesse  I^otale 


Les  tr^s-humbles,    &  tr>s-ob^xT$ants 

Serviteurs 

Les   PP.   LE  SlvKj  &  JaCQ][J1£R. 


vij 
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N  a  coutume  d*expofer  dans  les 
Préfaces,  les  notions  préliminaires  de 
la  matière  quon  doit  traiter.  Nous 
n'entrerons  point  dans  ce  détail,  & 
nous  nous  bornerons  a  préfcrire  les 
connoîfTances ,  que  nous  exigeons  dans 
ceux  qui  voudront  lire   ces  Elemens. 

Quoique  nous  ayons  expliqué  dans 
le  premier  Chapitre  les  principes  du 
Calcul  différentiel,  nous  ne  l'avons  ce- 
pendant fait  que  fuccinâement,  &  au- 
tant qu'il  falloit  pour  conduire  au  Cal- 
cul intégral .  On  comprend  donc  qu'on 

doit,  avant  de  lire  cet  Ouvrage,  être 
exercé  dans  le  Calcul  différentiel ,  & 
le  fçavoir  manier  avec  facilité.  Il  eft 
par  confequent  encore  plus  neceflaire 
d'avoir  étudié  a  fonds  le  Calcul  fini, 
&  de  s'en  être  rendu  l'ufage  trés-fa- 
milier.   Enfin  il  faut  que  nos  Lefteurs 


krn)  ï*  reface; 

fpient  parfaitement  infhuîts  dans  la 
Géométrie  Elémentaire,  les  Serions 
Coniques,  &  quils  ayent  une  teintu- 
re de  la  Théorie  générale  des  courbes; 
ils  ne  doivent  pas  non  plus  ignorer 
la  doârine  des  fuites,  entant  qu'elle 
appartient  au  calcul  fini.  Nous  fom- 
mes  perfuadés  qu'avec  ces  fecours  , 
tout  bon  efprit  fait  pour  le  Calcul  & 
les  Sciences,  pourra  par  lui-même  en- 
tendre nôtre  Ouvrage,  Se  en  furmonter 
les  difficultés,  fans  l'aide  d'aucun  Maî- 
tre. 

Mais  puifqu*on  a  déjà  pludeurs 
Traités  du  Calcul  Intégral,  on  eu  en 
droit  de  nous  demander  raifon  de  nô- 
tre travail,  &  .en  quoy  cet  Ouvrage 
diffère  des  autres  qui  ont  paru.  Parmi 
les    différents   Traités    que  nous    con- 

noîffons,  quelques  uns  nous  femblent 
trop   élémentaires,   &   peu    propres   a 

faire  connoître  ce  qu'il  y  a  de  plus 
difficile  en  cette  matière;  les  autres 
font  profonds  de  renferment  les  plus 
belles   découvertes  en  ce   genre;  mais 
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leurs  îlluAres  Auteurs  font  de  grands 
Hommes,  qui  occupés  de  la  gloire  de 
Vinvention,  ont  peu  fongé  a  Tavanta- 
tage  de  ceux,  qui  afpirent  a  les  com- 
prendre . 

C*efl:  d'après  ces  confiderations , 
que  nous  tafchons,  dans  l'Ouvrage  que 
nous  donnons  au  Public,  de  mettre 
nos  Leâ:eurs  a  portée  d'entendre  ce 
qu'il  y  a  de  plus  fublime  dans  le  Cal- 
cul, en  n'exigeant  d'autres  prépara- 
tions que  celles  que  nous  venons 
d'indiquer . 

\j2i  première  Partie  qui  remplit 
tout  le  premier  Volume,  ne  traite  que 
des  Intégrales  a  une  variable,  &  nous 
nous  flattons  que  cette  Partie  eft  plus 
complette,  ou  du  moins  plus  méthodi- 
que que  tout  ce  que  nous  connoîflbns 
fur  ce  fujet.  Nous  traiterons  dans  la 
féconde  des  Intégrales  a  plufieurs  va- 
riables. Nous  avouons  avec  reconnoîf- 
fance  avoir  profité,  dans  l'une  &  dans 
l'autre,  de  ce  qu'ont  écrit  fui*  cette 
matière    plufieurs    excellens  Auteurs  ; 


X  PKEF4CE. 

mak  nous  rie  pouvoiis  cependant  nous 
difîrmuler,  que  la  partie  la  plus  diffi- 
cile nous  appartient;  &  nous  poumons 
en  appeller  au  témoignage  de  plufieurs 
Géomètres,  qui  ont  vu  le  fond  de  cet 
Ouvrage  il  y  a  plus  de  vingt  cinq 
ans .  Mais  comme  nous  recherchons 
uniquement  Futilité  des  Commençants, 
nous  renonçons  volontiers  a  tout  droit 
de  préfcription ,  laiHant  a  chacun  là 
liberté  de  revendiquer  ce  qui  eft  a 
lui,  &  ne  difputant  pas  même  les 
chofes  fur  lesquelles  nous  fommes  {urs 
d*avoir  une  propriété  égale.  C'eft  par 
cette  raifon,    que  nous  avons   fouvent 

omis  àts  noms  tefpedables,  cédant  a 
quiconque  voudra,  tout  ce  qu'il  croira 
devoir  repeter;  pourvu  quon  nous  ac- 
corde la  gloire  d'avoir  été  utiles. 

Nous  ne  pouvons  trop  exhorter 
nos  Ledeurs  a  lire  cet  Ouvrage  de 
fuite  &  avec  ordre,  fans  interrompre 
la  liaifon  des  Calculs  &  des  Demon- 
ftrations.  Nous  fecorhmandons  furtout 
de   s'arrêter    avec    beaucoup   d'applica- 
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tion  fur  les  derniers  Chapitres,  qui 
font  un  Commentaire  fur  l'excellent 
Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de 
M.  Newton.  Cet  Opufcule,  peut-être 
trop  négligé  ,  renferme  de  grandes 
vues,  qui  ouvriroient  un  vafte  champ 
a  des  -méthodes  élégantes  de  Calcul* 
Mais  nous  avons  été  obligés  de  nous 
reflèrrer  dans  les  bornes  de  nôtre  plan, 
&  de  reprimer  plufieurs  idées  qui  fc 
prefentoient  a  nous,  8c  qui  pourront 
dans  la  fuite  fournir  matière  a  des 
mémoires  particuliers  •  Oit  «^trouvera 
peu  de  Figures  dans  ce  Traité,  n'ayant 
pour  but  que  le  Calcul,  ôc  non  les 
conftruâions  géométriques. 

Il  nous  refte  a  parler  de  loccailon 
de  cet  Ouvrage.  Peut-être  feroit-il  re- 
fté  enfeveli  pour  toujours,  fans  les  in- 
flances  &  les  confeils  d'un  très-habile 
Géomètre,  M.  de  Keralio.  Nous  lui 
devons  un  témoignage  public  de  nôtre 
reconnoîflance ,  pour  tous  les  fecours , 
qu'il  a  bien  voulu  nous  prêter,  dero- 
Dant  des  momens  précieux   confacrés  a 
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Teducation  d*un  Augufte  Prince,  pour 
revoir  &  examiner  nôtre  travail ,  re- 
peter les  calculs  avec  tant  de  foin  & 
d'attention ,  que  nous  nous  ferions  gloi- 
re de  le  regarder  comme  le  troiiieme 
Auteur ,  fi  ce  titre  pouvoit  luy  faire 
autant    d'honneur,    quil   en    feroit   a 

nous   mêmes . 

Si  ces  Elemens  peuvent  avoir  quel- 
que fuccés  y  nous  en  ferons  d'autant 
plus  fatisfaits,  qu'ils  rempliront  l'objet 
que  nous  nous  étions  propofé,  de  laif- 
fer  de  nous  un  fouvenir  utile  dans  une 
Ville,  où  on  nous  a  fait  l'honneur  de 
nous  appeller,  &  dans  laquelle  l'état 
des  Sciences  ne  tardera  pas  à  devenir 
floriflant  par  l'Exemple  &  la  Prote- 
ction du  Souverain,  &  par  la  vigilan- 
ce d'un  Miniftre  éclairé. 


E  L  E  M  E  N  s 

D  V 

CALCUL  INTÉGRAL. 


PREM/ËRE    PARTIE 

De  l' intégration  des  DitTérentieUes 

a  une  variable. 

CHAPITRE    PREMIER* 

Des  Principe!  Généraux  du  Calcul 
Différentiel,  &  Intégral. 

I. 

LOrs  qu'on  compare  entr  elles  plalîeurs  quantités, 
dont  les  unes  augmentent  ou  diminuent  continuel* 
iemenc ,  tandis  que  les  autres  demeurent  toujours  les 
mimes;  On  appelle  les  premières  de  ces  quanùlis,  Céai, 

A 
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géantes^  OM  Variables^  8ç,  les  fécondes,  Confiantes.  On 
defigne  ordinairement  les  Confiantes  par  les  premières 
lettres  de  T  alphabet  a^  b^  r,  ÔV,  &  Jes  variables  par 
les  dernières  ;^ ,  ^y  fy  '^y  ^O 

C  eft  un  principe  évident  (jue ,  fi  une  Variable  « 
çft  juigmentéè  ou  dimiijuée  d'une  quantité  quelconque, 
que  nous  nomnierons  D»,  .&  quelle  devienne  %^D%y 
ces,  deux  quantités  z  &  «  ^D%  approcheront  dautant 
plus  de  r  égalité,  que  leur  différence  P%  diminuera  da* 
yantage  par  rapport  a  %,  &  qu'enfin  elles  deviendront 
(égales  dans  l' infiant  que  cette  difTérence  s' évanouira  f 

m. 

Les  différences  Dx  8c  'Py  de  deux  variables  pç  Bç  y 
peuvent  dans  1'  infiant  de  leur  çvanouïffement  çtrç 
entr elles  comme  deux  quantités  finies,  confiantes  ou  va* 
riables,  Pour  le  démontrer,  fuppofons  quç  C BM  ïoït 
une  ligné  quelconque  (Fig,  i.)  rapportée  a  la  droite 
ÇP  par  les  ordonnées  perpendiculairçç  B4^  MPy  M^P'y 
que,  CA  8ç  AB  étant  àts  lignes  confiantes  a  8ç  by 
rabfcifle  variable/ y^P  foit  =^Xy  foq  ordonnée  PM=;fy 
Bc  quon  ait  ï  équation  a  la  Hgnç  CBM^  Prenaicrement 
fi  CBM  efl  une  ligne  droite,  on  aura  la  proportion 
ÇA  (a):  4B   (b):  :   CP   (x-+/a):   PM  (j)y  d'oa 
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fon  tire  l'equatioii  ab-^x=ay.  Si  donc  on  fuppolê 

« 

que  r  abfciflfe  AP  augmente  ou  diminue  de  la  quantité 
PP^  que  Nous  nommerons  D;f  ou  quelle  devienne 
^P'rrzxrfD^^  r  ordonnée  TM  augmentera  aufîi  ou 
diminuera  de  la  quantité  NM^=::Df ,  &.  deviendra 
P^M^=:/^Df;  8c  en  fubfti tuant  x^Dx  au  lieu  dcx^ 
Se  y^Df  au  lieu  de/  dans  T  équation  ab—^x=zaf^ 
elle  fe  changera  en  celle-ci  ab'^bx^bDx=:za^'^^Df^ 
d*  ou  retranchant  la  première  équation ,  on  aura  ^ 
hDxi=:^aDy^  ou  bDx=zaDf  ;  parconfequent  Dx: 
Df.  :  a:  by  c^eftadire  que  les  différences  Dx^  D/  fe- 
ront toujours  entr  elles  comme  les  confiantes  finies  a  &  b^ 
&  qu  aînfî  elles  conferveront  le  même  rapport  dans  ï  inC- 
tant  même  de  leur  evanouïffementr 

Suppofons  en  fécond  lieu ,  que  la  ligne  CBM  foïr 
une  parabole,  dont  le  fommet  efl  C,  la  tangente  CPy 
8c  r  équation  (a-^y=:bf;  dans  cette  hypothefe,  lorf- 
que  AP  ou  x  augmentera  de  PP^  &  deviendra  x^-^Dx^ 
r  ordonnée  /  augmentera  auffi  de  M^N  8c  deviendra 
/— +-D/^  Bc  en  fubflïtuant  ces  deuï  quantités  aulieu  de 
Xj  8c  de  f  dans  T  équation  (^— Hf)*=:^/y  elle  fe  chan- 
géra  en  celle-ci  (a-^x'^Dxy:r=zbj^--^bÛ/y  ou  (^7— t-x)* 
•--4-2  aD  x--4-i  X  D  X-+D  X  D  x^^f-^b  Dy ,  d*  ou  retran-' 
chant  la  première  équation,  on  aura  laDx^^txDx 
-+-Dx^=^D/,  &  Dfi  Dxr:  la-^tx^^Dx:  b.  Or 
dans  r  infiant  que  Dh  8c  Dy  s^  evanouïflent  par  rapport 


4  Eelemens  du  Calcul  inte'gral 

a  X  8c  /,  ou  que  V  ordonée  P^M^  tombe  fur  PMy  la 
quantité  la-^-ix-^Dx  devient  égale  a  2^-4-2  x( Art. il). 
Donc  alors  D/  fera  a  Dx  comme  la  quantité  finie  Se 
variable  2  /ï-+2  ;tf  eft  a  la  quantité  finie  8i  confiante  b.  C. 
^  F.  D. 

m 

ÎV. 

Lors  quon  confidere  la  différence  D»  d'  une  quan- 
tité variable  m  qui  devient  «— hDx,  dans  ï  infiant 
que  cette  différence  s'evanouït,  on  l'appelle  la  Différera 
tielle  de  cette  variable  ^;  &  cette  même  variable  x  fe 
nomme  ï Intégrale  de  fa  différentielle  Dx.  Nous  fup* 
poferons  toujours  dans  la  fuite  que  la  petite  lettre  d 
placée  devant  une  quantité  variable  fignifie  la  différen- 
tielle de  cette  quantité:  ainfi  dx  fignifie  la  différen- 
tielle dex,  &^.  (x—H/ï)*  fignifie  la  différentielle  de  laquan» 
tité  complexe  (x— h//)^,  que  nous  avons  trouvée 
=  2  xdfx-+-2 adx  (Art. iil ) •  La  lettre  S  placée  devant 
une  différentielle  quelconque ,  riîmple  ou  complexe ,  de- 
ligne  r intégrale  de  cette  différentielle:  ainfi  S.dx=zM^ 
&  S.  iadx^^2xdx=z  (x-^a)^ »  On  marque  Tintégralô 
d'une  différentielle  dx  par  S.dx;  par  ce  quon  confi- 
dere la  différentielle  dx  comme  un  élément  de  fon  in- 
tégrale x^  &  r  intégrale  même  x  comme  la  fomme  de 
fes  cléments  dx. 
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V^ 


TLe  Calcul  différentiel  eft  fart  de  trouver  les  diffé- 
rentielles àts  quantités  variables^  &  Texpreffion  de  ces 
différentielles  délivrées  de  leurs  termes  inutiles,  c  eft  a- 
dire  des  termes  qui  s' evanouïffent  par  rapport  aux  autres 
termes  dont  ces  différentielles  font  compofées.  Ceft  par- 
ce calcul  quon  trouve  que  la  différentielle  de  (/>-i-^)* 
eft  d abord  2 ad x-^i xd X'-^J x^ ^  &  en  fuite  ladx-^zxdps- 
en  effaçant  le  terme  dx^^  qui  s'evanouït  par  rapport  aux 
deux  autres  termes  ladjx^  &  ixdx.  (Art.iiL) 

VI. 

Voici  la  règle  générale  de  ce  calcul,  fupposéz  que  X 
rcprefsDte  en  gênerai  la  quantité  variable ,  dont  on  veut 
trouver  la  différentielle.  Si  cette  variable  eft  toute  fira- 
ple,  on  écrira  dX  pour  fa  différentielle  ;  mais  fi  elle  eft 
compofée  de  variables  fimples  x^%yjf^  &c. ,  &  de  conftan- 
us.  L®  Oa  fubftituera  dans  X  aulieu  dex^z^f^Vj(yc. 
les  quantités  x— h//  x ,  x-^^-dz ,  y^^ày ,  v-^d  v  Cyc.  en 
mettant  Je  ligne  —  devant  les  différentielles  Cmples  qui 
font  négatives,  ou  qui  font  les  différentielles  des  varia- 
bles funples,  qui  diminuent  tandis  que  les  autres  aug- 
mentent ;  Conmie  fi  x  devenant  «^+J  99  ^  z  devenoit 
"z-^Zy  on  fubftitueroit  «— </«  au  lieu  de  z  dans  X. 
2,®    Suppo&nt    qu'après    ces    fublHtutions   la   quantité 
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propofce  X  foit  changée  en  une  autre  quantité  que  non? 
defignerons  par  X',  on  prendra  la  difTérence  de  ces^  deux 
quantités,  qui  fera  dX.  3.®  On  efiacera  dans  cette  dif- 
férence dX  tous  les  termes  qui  s'  evanouiflenr  par  rap- 
port aux  autres  termes,  donr  elle  eft  compofée;  le  re- 
lie fera  la  différentielle  cherchée  d  X  délivrée  de  (es  ter* 
mes  inutiles. 

Exemple   i.  Onveur   trouver  la   différentielle  de 

m 

^.'~*'.  ,   £a  fubftituanc  dans   cette  quantité  tf-irdx  ài£ 

Keu   de   «  -    elle  devient    .  "^*"*"  *^  =r 

(.-,,/  _,  (.-.>)«  j.-,,  (.^o  4n*  ^4.t    j.  ^^  retranchant 

ll:^'  il  refte  (^-^*)'^^-^(^-^0^«V  -t^'  ,  Or  dan? 
ce  refle  le  terme  -^  s'  évanouît  par  rapport  au-  terme 
(a-^x)dx ^  g^  celuî-cï  s  évanouît  auffî  par  rapport  au  pre- 

mier  terme  i -^ ;  pmfque  i -i f'—  eft  k^ 

^^'^''^'^*  comme  ^^-f xm-  if  eft  à  //-f x,  &  que  (  //-fx  )  V  x 

b  } 

(  ^i-l-j^)  ^  ^*  r  (  ^H-x  )^ J X  :  :  a  hx  I7/ x  r  /jh-Hc  ;  Donc  la  diffé-^ 


wntielle  de  la  quantité^  propose  iLUll.  eft  1'*"^'  ^. ,  /^* 

ExEMPLif  ï.  Pour"  trouver'  la  différentielle  de   la 
quaatlté  ««-i'^)  djMïs laquelle!  oiQu$  fupporons^  que  quand 
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pç  augmente  &  devient  ^M-i^f,  »  augmente  auffi  fie  de- 
vient xr+d%  ;  fubftitijez  pc-^dpi^  &  z-^dz  au  lieu  de  « 
&  de  %5  &  la  quantité  propoliée  deviendra  ;c  ??>+«// x 
X  d  z--^d pç  d  z^^ay  dou  retranchant  x  %-+//,le  refte  fera  «  d 
xdz-^dxdz*  Or  en  comparant  les  termes  zdx  ScxdÀ 
avec  le  dernier  terme  4scdzy  on  voit  que  zdx-^^dxdz: 
z  d  X  ::  Z'^dz:  Zy  8c  xdz^^dxdz:  xdzi;  x^^dx:  Xy 
fie  qu  ainfi  le  dernier  jterme  s'evanouït  par  rapport  axA 
deux  autres.  La  diffi^rentielle  cherchée  fera  donc  zdx^ 
pcdz.  Si  l'on  fuppofoit  que  ;r  augmentant^  %  diminuât^ 
il  faudroit  écrire  dans  cette  différentielle  —  >/  »  aulieu 
de  ^-W«,  fie  elle  deviendroit  zdpn^^^^dz. 

VII. 

I>  calcul  intégral  eft  Vart  de  trouver  les  intégrales 
des  différentielles  propofées.  On  cherche  par  ce  Calcul 
la  folution  du  problème  inverfe  du  calcul  différentiel  • 
]Le  problème  gênerai  du  Calcul  différentiel,  eft  celui* 
ci  :  Une  quantité  variable  étant  donnée  ,  en  trouver  la 
différentielle  ;  Nous  venons  d'  en  donner  la  foluticxi 
générale  .  Le  problème  gênerai  du  Calcul  intégral 
eft  celui-ci  :  Une  différentielle  étant  donnée  en  trouver  f  in- 
tégrale,  n  s'en  Élut  bien  qu'on  en  ait  la  iblution  gé- 
nérale ;  Car  il  y  a  beaucoup  de  diffërenûelles  dont  oa 
ne  peut  point  trouver  les  intégrales,  &  beaucoup  d'au- 
tres dont  on  ne  peut  les  trouver  qu*  imparÊûtement  &  par 
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(approximation .  Tout  ce  qu'oa  peut  dire  en  gênerai  y 
c'eft  qu'il  faut  £dre  beaucoup  d'  attention  aux  procède 
du  Calcul  différentiel  pour  parvenir  a  ceux  du  Calctd 


intégral  • 


Vlir; 


Treoremc.  Dans  une  courbe  quelconque  (fig«2.) 
3ont  les  ordonnées  PMy  P'M  font  perpendiculaires 
aux  abfcilfes  APy  AP'^  la  différentielle  de  1'  aire  finie 
A  BMP  eft  égale  au  rettangle  PMNP',  lorfque  la  dif- 
^renee  PP'  des  abfciffes  s'evanouït,  ou  que  les  oidon« 
nées  P'M' y  PM  tombent  V  une  fur  T* autre;  en  forte 
que  fi  <m  feitl'abfciffe  AP==x,  &  l'ordonnée  PM=y, 
la  différentielle  de  l'aire  ABMP=:/dxy  &  S.fd»z=z 
lABMP. 

Démonstration  .  Ayant  tiré  M  N  perpendicu- 
laire a  P'M'  &  achevé  le  reïlangle P'M'OPyh  diffé- 
fence  àes  aires  A  BMP  &  ABM'P'  fera  le  trapèze 
PMM'P'i  or  lorfque  PP'  s*evanouit  oii  devient  dxy  le 
reébngle  POM'P'  àeviem  jfd'téHrdxJjfy  Se  le  rectan- 
gle PMNP':=iydit'y  &  parceque /'i/x*4-i*<//: /'i«:: 
y-^y^fy  &  que  y-^d  y  z=zy  (  Art.  il.  ),  le  reélangle 
POMiP'=:PMNPi;  donc  auffi  le  trapèze  PMM'P  fer» 

égal  aa  reftangle  PMNP'  ou  zzzydx,  C,^F»D. 


IX 
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IX 


THEOREME.   En  fuppofaot  les  mêmes  chofes  y  fi 
on  nomme  s  Ïuq  BM  dû  la  courbe,  on  aura  </x=s 

DemohstratioWc  Sf  on  coirçoir  que  Tare  BM 
cft  divifé  en  uq  très  grand  nombre  de  petits  arcs  com- 
me MWy  chacun  afvec  fa  cordte;  il  eft  évident  qu  en 
augmentant  toujours  le  nombre  de  ces  petits  arcs  &  de 
leurs  cordes^  &  en  dimimmnt  toujours'  leurs  grandeurs., 
la  (bmme  des  cordes  approchera  toujours  de  T  egalk^ 
avec  la  fomme  des  arcs  ;  â:  qu  enfin  dans  T  inftant  que 
chacun  dse  ces  arcs  s-  évanouira,  ta  fomme  des  cordes  (e* 
ra  égale  s  k  fomtne  èes  arcs  ou  a  Tare  BM\  h  que 
la  différence  MM^  des  arcs  BM  &  3M'  en  s^cvanouii^ 
fent  ou  en  devenant  ds^  deviendra  auffi  égale  a  la  dif» 
^rence  de  lar  fomme  des  cordes,  ou  égale  a  la  copde 
evanouïflàinte'  <fe  F  arc  MM^  ;  or  a  caufe  de  Y  angle  droit 
MNMf  y  le  quarré  de  la  corde  MM^  eft  égal  aux  deux 
q[uarrés  des  cotés  MN  &.  NM^^  ou  de  dx  8c  d}^.  Donc 

TfïEORÊRffi-'  Les  mêmes  chofe  étant  (uppofées,  Ç 
m  prolonge  k  corde  AfM'  de  Tare   M^M'  (fig.  3.) 

B 
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Jufqu  a  ce  qu  elle  rencontre  la  ligne  des  abfciffes  au  point 
T;  lorfque  MM'  8i  PPi  s' évanouiront ,  la  ligne  MT 
fera  tangente  4e  la  courbe  au  point  Mj  &  la  foutan- 

gente  P  T  fera  =;  j^ . 

Démonstration  t  Ayant  prolonge  la  corde  MMf 
de  Tare  AfJ^AT  de  part  Bç  d'autre  en  R  &  en  T; 
Si  on  conçoit  que  l' ordonnée  P'M'  s'approche  toujours 
4e  r  autre  ordonnée  PM^  il  çfl:  évident  que  la  fecante 
T  MM'  R,  ç'  approchera  toujours  de  la  pofition  de  la  tan- 
gente tir^e  par  le  point  M  on  M'y  &  qu çnfin  cette  &• 
<ante  tonibera  fur  la  tangente  dans  ï  infiant  que  fes 
deux  points  d'  iijterleélion  avec  la  courbe  M  8c  M'  k 
reuniront  en  un  feul  point  M,  <qui  fera  le  point  d'at^ 
touchement,  oi»  dans  Tinflaut  que  PP'  ou  ^JV  s'ev^- 
Jiouïra  &  deviendra  Jx^  &  que  NM  deviendra  ^/;  or 
les  deux  triangleç  femblables  M'NM  &  MP  T  donnent 
toujours  cette  proportion  M'N;  NM:i  MP;  PTy  ou 
flfi  d9f;:f\  PT  lorfque  Tikf  devient  tangente  f  Donc 

Sê    ^v     Mi 

dans  ce  cas  -P  T=:~-  .  C.^F.D, 


't/ 


XI, 


THEOREME  «  Une  quantité  variable  a  la  même 
différentielle  lors  qu  elle  eft  ièule ,  &  lors  qu  elle  eft 
jointe  par  addition  ou  par  (buftraâioa  avec  une  quanti- 
té confiante. 
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Démonstration.  Que  99  teprefente  une  quaatî- 
t^  variable  quelconque  &  c  une  confiante  pofitive  ou 
négative;  la  difi^rentielle  de  h  fera  d^c;  8c  celle  de  x-4-c 
(b  trouve  en  flihftîtuant  dans  cette  quantité  x^^Jm  au 
tieude  #,  pour  avoir  »-Hix-Hr,  &  en  retranchant  «f—K, 
il  reftera  au(i  dti  pour  la  différentielle  de«-»-c(Art»vii.) 

XIL 

Corollaire  i.  Les  quantités  confiantes  n'ont  point 
de  difiérentielles  •  Ce  qui  elt  d'ailleurs  évident ,  parceque 
les  conitantes  n^  augmentent  ni  ne  diminuent  y  tandis 
que  les  variables  changent  continuellement  (Art.  i.) 

XIIL 

Corollaire  2*  Lorsquoo,  a  trouvé  l'intégrale  m 
d'une  difierentielle  propof^e  dx  on  peut  lui  ajouter  une 
conltante  quelconque  c^  pofitive  ou  négative  ;  a  moins 
que  les  circonflances  qui  ont  donné  cette  ditferentielle  & 
fon  int^;rale  ne  fervent  a  déterminer  cette  confiante  , 
ou  a  hxK  connoitre  quelle  efl  égale  a  zéro,  ou  quil 
ny  en  a  point  a  ajouter.  Dans  ce  cas  on  pourra  fe 
/ervir  de  la  règle  fuivante. 
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*  • 

Règle  pour  trouver  la  valeur  de  la  confiante  ^  <iu  il 
hut  ajouter  a  une  intégrale  pour  la  rendre  complète  , 
lors  qu^elle  n'eft  point  arbitraire ,  mais  deteriçinée  par 
les  circonflances  du   problème. 

Suppofons  que  pour  refoudre  un  problème  on  air 
trouvé  une  différentielle  </  X  ^  en  fuite  fon  intégrale  X, 
çompofée  çomnie  on  voudra ,  de  variables  &  de  conf» 
tantes,  &  que  les  cîrconftances  du  problème  faffent  con- 
noitre  que  T  intégrale  complète  X—i-r  doit  être  égale  ou 
a  «ero,  ou  a  une  quantité  donnée  A^  lors  que  les  va- 
riables fîmples  M^ZjfjVy  dont  elle  eft  eompofée^font  fup*- 
pofées  égales  ou  a  zéro,  ou  a  des  quantités  données  a  , 
h  &c.  Cela  posé,  fubftituez  dans  l'intégrale  trouvée  X 
les  valeurs ,//,  ^ ,  &c.  ou  zéro,  au  lieu  des  variables 
^,  %,  &:e.;  &  que  par  cette  fubftitution  T  intégrale  X 
devienne  égale  a  une  quantité  connue  B.  Puis  quapre€ 
la  fubftitution  l'intégrale  complète  X— kr,  ou  B^¥c  doit 
être  égals  ou  a  zéro,  ou  a  la  quantité  A;  vous  aurez 
fi— f-c=s^,  ou  fi-+-r=o,  &  c=zA — By  ouc=zr~^B; 
par  confeqiient  l'intégrale  complète  X-M-r  fe^-a  X-Hr^-*-B^ 
pu  X— 5. 

Exemple  i.  On  a  trouvé  par  le  Calcul  que  x  z 
eft  l'intégrale  de  la  différentielle  xdz^^zdx^  &  on  fcait 
par  les  circonftançes  qui  ont  donné  cetiô  différentielle  , 
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que  Ion  intégrale  complète  xas— h-  doit  être  égale  k  la 
quantît!^  a^  lorfque  les  variables  x  &  9;  devienent  nulles^ 
fiXi  que  ««=2:0:  on  aora  donc  »si-*nc  =  o-^c=tf5&  par 
foufequent  l'intégrale  complète  x«— ♦<  fera  xz^^^a^ 

£x£MPL£  Zt  La  courbe  CBM  eft  yne  parabole 

(  fig.  4^  )  dont  r  équation  eft  -~^  .=/  ^  en  jfuppofattt 

CA=za^  AB:::^h^  jiTPi^XjPMs:;:/ comme  dans  T  Ar- 
ticle III.  On  veut  trouver  l' efpace  ou  ï  aire  parabolique 
ABMP;  h  différentielle  de  cet  espace  eft  le   rcftanglc 

:PMNF::::^/d9eÇAxt.vllu)i  puis  donc  ^ue/=^-— —  on 

aura  j^d9c=zSll!Û^ d^^  dont  f  intégrale  eft  SllUzf 
(Exemple  !•  de  rArt^vii.  );  doncy./i/xis^BMPs: 

.^"^^   *-*<.  Mais  fe/pace  parabolique  A  BMP  devient 

nul ,  lorfque  P  M  tombe  fur  ^^B ,  ou  que  m  devient 
zéro.  £n  iùbftituant  donc   0  jau  lieu  de  h  4ans  Tinté- 

:grale    trouvée    ^ :  •  on  aura  i :  — t-r=::o^  ou  ^ 

-+f=ro,  c=: — -^  ;   par  confequent  F  intégrale   com- 

.xla-^     (^-*-*)  .   - (*-^«)  «' «  -*.?<«     -^IMMIt , 

4BMP. 


\ 
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XV. 

NoQS  fuppoferoQS  dans  la  fuite  que  Ion  quon  aura 
trouvé  parle  calcul  l'intégrale  X  d'une  difTérentielle  quel* 
conque  dX^  on  lui  ajoutera  s'ileft  necefTaire  pour  la 
rendre  complète,  la  confiante  c  déterminée  par  les  cir- 
confiances,  comme  nous  venons  de  l'expliquer  dans  la 
règle;  &  nous  ne  ferons  mention  que  de  l'intégrale  X 
trouvée  par  le  calcul,  a  moins  qu'il  n'y  ait  quelque 
xaifbn  particulière  de  £ure  attention  a  la  confiante. 

XVL 

« 

Théorème.  La  difTérentieUe  du  produit  a  m  d'une 
variable  it  multipliée  par  une  confiante  a  ^  ad  m,  8c 

i  eft  ÙL. 

^  a 

Démonstration.  Pour  trouver  la  difTérentielle 
du  produit  aii^  il  &ut  fubflituer  dans  ce  produit  n-^dn 
au  lieu  de  x,  &  le  changer  en  ^^-^'////«d'ouotant//;», 
le  refte  adtt  teia  k  diffâvntielle  à&  an  (Ârt.vr.) .  On 

trouve  par  la  même  fub^itutlon  que  '  devient  ^!^^  , 


celle  du  quotient  ^   efl 


d  ou  ayant  retranché  -'  le  refte  ~    eft  la  difi^rentielle 
clu  quotient  ^  (Art.vir)  C,^F,D, 
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xvir. 

« 

Corollaire.  Donc  pour  trouver  l'intégrale  d'une 
différentielle  multipliée,  ou  divifée  par  une  confiante  on 
n  a  qu'a  prendre  F  intégrale  de  cette  dijBférentielle  iàns 
avoir  égard  a  la  confiante  y  Se  en  fuite  multiplier  ou  di« 
vifer  cette  intégrale  par  la  confiante  •  Et  de  même  pour 
trouver  la  différentielle  d'  une  variable  multipliée  ou  di* 
vifée  par  une  confiante ,  il  fuffit  de  prendre  la  différen* 
tielie  de  la  variable  fans  £iire  attention  a  la  confiante  y 
&  de  la  multiplier  ou  divifèr  par  cette  confiante»  Ainfl 
lorfqu  on  çonnoit  T  intégrale  d' une  différentielle^  on  trouve 
aifement.r intégrale  de  la  même  différentielle  multipliée 
ou  divifée  par  des  confiantes  données* 

XVIIl 

Tqeqreme*  La  différentielle  d'  une  quantité  com- 
pof^e  de  plufieurs  termes  variables  joints  enfemble  par 
les  fignes—hou — ,eil  ^aleala  fomme  des  différentielles 
de  chaque  terme  jointes  enfemble  {kut  leurs  fignes  -4- 
ou  — • 

Démonstration  •  En  fuppofant  que  dans  la  .quan*- 
tité  compofée  ic-+% — x>-^8cc.  les  variables  augmentent  tou- 
tes enmémetems,  &  deviennent  ^^^d^y  x^x^v-^v^ 
&c.  cette  quantité  deviendra  «*-h/*-+«-W»— -v— ^t; 
&c.  d'où  ayant  retranché  iHt«—-*'u-i-  &c  le  refte  dn 
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i/%— /i;-+-  &a  fera*  la  dînéreotielle  de  ^^-H;— ^—f-  ficci 
(Art- VI.).  Et  de  mjSme  fi  on  iuppofê  que  x  devenant 
Kr^9Qy  %  devienne  «—</«,.  &  v  devfenne  -r^-h/i;,  la 
quantité  n-^^^—^v^  8œ.  deviendra  x— h/*— hs — ^:s— 
-u— rfi;M- &c..  d' ou  ayant  oté  x-irz—*^^^8cc.^  Te  reftfe 
d  90^— dx — </«— h  &c.  fexa  la  difiîÊrentielle  de-  ;*-h^  x>— -y  — h 

CoROLLAiRi;.  Donc  F  intégrale  d' une  fuite  de  dif- 
férentielles jointes  par  les  fignes-  -+»"  ou  —  fe'  trouve  en 
prenant  en  particulier  les  intégrales  de  chaque  différcnf^ 
«ielle,  &  en-  les  joignant  par  kurs-  fîgnes  — *-  ou^  — • 

Théorème.  La  différentielle  du  produit  x%v  Scc^' 
de  plufïcufs  variables  x,  %,  a;  &'c.  efl  egile  a  la  fomme 
des  différentielles  qu'on  trouve  en  multipliant  la  diffé- 
rentielle de  chaque'  variable  par  le  produit  de  toutes 
les  autres  variables  • 

Démonstration.  I.®  La  différentielle  du  produit 
9if%  de  deux  variables  h  8c  z\  efl  xdx-^x  dz  tti  fuppo-^ 
famt  qu*  ceS'  deux  variables  croiffetK  toutes  les  deux  en  mê- 
me fems ,  &  deviennent  x-^^dx^Sc  zr^i  z;  8c  cette  différen- 
tielle eft  «  ^  X — X  d  z ,  lorfque  la  variable  x  devenant  x— i-r/  ^y 
ï autre x^ devient %-*i^ a.  (Art. vi. Exemplei.) C. jg^F^Z). 

2.^  La 
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2.®  La  difFcrenticUe  du  produit  xzv  de  trois  varia- 
bles 9Çy  %y  V,  eft  %vd:^'^xvdz-^xzdvy  en  fuppofànt 
que  ces  variables  croiiTent  toutes  en  même  tems.  Pour 
le  démontrer  fuppofons  xz=:s  ou  m%u=:su;  Nous  au- 
rons  par  le  premier  cas  xdx-^-^ndz^izdSy  &  d.Mxu=: 
uds''¥^du=:z$id$h'¥Mudz-^x%duy  en  fubflitmnt  dans 
uds'-^sdu  la  différentielle  zdx'-Hcdz  aulieu  de  dsySc 
nz  aulieu  de  j.  fi  on  fuppofe  que^  hSl  u  croi&nt^  z  di- 
minue, c  eft  a  dire  que  —h/ as  devient  -^dz.y  alon  on 


aurmtd.xzu=zzudM—^Mudz^l-Hzdu.  C.^F.D. 

3»^  La  différentielle  du  produit «t % i#/  ^^xufd 
nHfdz-+9c%/du'-hxzud/y  en  fuppofànt  que  toutes  les 
variables  croiffent  en  même  tems»  On  le  démontre  en 
Mfznt  H7iu=zsy  ou  iczuf=sy^  par  confeqnent  zudm 


udz^^hMzdu:=:dsy  &  d.  Kzuyzzz^  ds^+sdy  y  &  en 
fubftituant  dans  yds-^sdf  au  lieu  de  //^ ,  &  de  j  leur? 
valeurs,  on  trouve  la  différentielle  d.xzufzzzzu/ dx-^ 
xufJz^hxzydw-hPszudf.  C.^F.D. 

4.^  On  démontre  de  la  même  manière  tous  les 
autres  cas  jk-qnq,  fix  ou  d' un  plus  grand  nombre  de 
variables,  &  on  v^  clairement  par  cette  manière  la 
venté  du  Théorème  gênerai  qu'il  £dloit  démontrer. 

CoROLLAiRi:.  Si  on  flibflitue  dans  la  différentielle 
du  produit  de  plufieurs  variables  «,«,«,  &c.  les  intégra- 

C 
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Jes  x^ZyU  Ççç.  au  Ue«  de  leurs çliffcreotiçUes  dxydz^du^ 
^c.  ;  après  ces  fubflitutions  chaque  terme  4e  la  diiTéren- 
jielle  complexe,  fera  F  intégrale  de  toute  cette  différen- 
tielle, AiûQ  ^9  ^^bftituant  m  jiulieu  de  ^^^  1^9  au  li^u 
de  ^9  44QS  ][;(  diffîrçptieUe  çomplexQ  %dih&9td%j  le  ter- 
me 9  ^«  devint  Z9^y  Bc  r«itre  termç  fçd%  devient  auiU 
^Zy  qui  efi.  l'intégrale  de  h  difi^reotielle  complexe  zdtg 

^xd^.  Pe  xfièm^  par  la  fubilitmiaa  de  fr  aulieude^^^ 
de  5ç  ai^  lieu  de  ^«^  &ç.  dam  I4  difTéreotiçHç  %udn-^ 
sfudvi-^^du  chaque  terme  dcr^nt  uzuy  qui  çft  Tin- 
lëgrale  de  ^oute  çett«  difii^]%Q(ieIle  complexe»  £<  aiaii 
$ÏÇ5  autres  çîjs, 

XXIJ. 

CoRQLi,AiRE.  ?♦  La  difF^rentiellç  de  ;»  élevée  a  la 
pqiffaace  dont  Fexpofant  eft  un  nonibre  entier  pofitif  w^ , 

Q\xd,9ç  :^=;m9f  ^  </x,   Car  fi  l'on   confidere   la  féconde 

puiflànçe  h^  pomme  Iç  produit ^^  de  deux  variatbles  ega- 
les  9ç  8ç  9Çy  on  trouvera  par  le  premier  cas  du  théorè- 
me précèdent  que  ^t  «f*  =ryf^;fr-h*^x=:=;2Ap//x=;^7w«?'''^  dx^ 
en  fuppolaot  w=^2j  on  prouvera  de  même  par  le  fé- 
cond cas   que  d^9ç^  z=:^:ç^  dx'^pç  d x^^x^d9;:=:^x^d 

mx^^^dxy  en  fuppo/ant  w::^3;  par  le  troiiîeme  cas 
on  trouvera  dK^^=z^x^ dxz=.mn^^^ dx^    en    fufçofant 
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}»=:4;  &  par  le  théorème  gênerai  on  comprendra  aife- 

ment    que   d-n  =zmM       Jx. 

XXIII. 

THEOREME.  La  difiR^reatielle  d'une  fraflîon'dont 
le  numérateur  &^  le  dénominateur  font  variables^  eft 
y  lors  quon  fuppofê  que  x  8c  %  croiffent  en 

même  tems;  &  cette  différentielle  eft  — — — ^,  Ion  que 

le  numérateur  croiflànt,  le  dénominateur  décroît. 

Démonstration.  Pour  démontrer  ce  théorème 

fiippofbns    ^=f,    par  conièquent  «=^z,  Jx^zzds 


-+54%  (Art.xx.);  &  rf $=</.-= -^^^i-? .    félon   que 

la  diffifrentielle  i/z  eft  négative    ou  pofîtive.    Or  en 
fuhftituant  dans  le   terme  sJz  lavaleur  de   y,  qui  eft, 

-,  on  trouve  sdz=z--r*  ;    d'  ou   Y  on    cunclut  que 
J.  ^  =  ^^ = =: — .  C.Q.F.D. 

z  z  zz  zz  ^^ 


XXIV. 


Corollaire.  La  différentielle  de  la  fraâion  ~ 

z 

àoot  le  numérateur  eft  confiant  5c  le  dénominateur  va- 
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rwble ,  eft  — ' ^— ^ :  car  cm  f^if^nt   f  =:j,  on  a,  4== 
S7t^  8ç    da=zo=z%ds^$d%  y   par   çonfequent   ^5=2 
</.  1=— i— 1=— . ,  en  fubftituant  -  au  lieu  de^  f . 

XXV, 

THEOREME.    L^   différentielle  de   la  puilTance  h 

eft  mx^'^^dxy  <|uel(jue  foit  T  expofant  w,  pourvu  quii 
foii  confiant» 

Démonstration.  i.«rCas.  Lorfque  T  expofant  m 
efl  un  nombre  entier  &  pofjtif,  oa  1'»  démontré  a  T 
Art.  XXII. 

2.^  Cas.   I^orfque  F  expofant  m  efl  un  nombre  en* 

tier  négatif,  ou  que  la  puiffance  efl  9c^^  ;  il  faut  dé- 
montrer qiie  d.M~^ç=z^'^m:r^'^  dx.  Suppofons  pource^^ 


la   X      ou —^=2^,  par  confequent  i^zspT*^  &  enprc- 

ar 

« 

nant  les  différentielles  de  part  &  d'autre  du  figne  d'ega- 


Utç,  o=zx    ds-^msx       dx ( Art. xii. XX. Scxxii.) donc 

m — I     , 

j        j    —^      —msx          dx  _j 

as=:za.:ç       =:;; ;^ — :=z:—^msx       rf^:;;:;;— ^ 

X 

z — =z--^m  x'^'^^^  d  X  ^  en  fubfUtuant  au  lieu  de  s 
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m 

îk  valeur  — ;j-  •  C.  ^  F.  D. 

^fi  Cas»  I^rf^ue  m  eft  un  nombre  rompu  pofitif 

n 

eu  négatif ,  ou  que  if'^=:x^   en  fuppofânt  »»  =  T>&que 
p  8ç  n  font  des  nombres  entiers  po(iti6  ou  négatifs; 

il   faut    démontrer    que    la    différentielle  de  m'     eft. 


Z^ï 


'^x^     J;if,  Suppofons  pourcela  x  =  ^,  ou  jf*=S5';  en 
prenant  les  différentielles  dé  part  5c  d'autre  on  aura 


n 

F 


i/.  «    ==:i^^&»»*^^Jx=:^/""Vy  pour  les  deux  premiers 


Cas;  d'où  roadrç  iis= •  Or  puifque  ic*=/on 

a    r  =^       9  donc  on  aura  i*^= == 


t* 


ÎL-t 


en  fubihtuant  n"^  auUeu  cle  f  dans  » $«*"  //*. 


iWMBmHi 


XXVI. 


Théorème  .  X  étant  une  fonélion  compofée  com- 
me on  voudra  de  variables  #»^,z,», &c.& de  confiantes, 
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(i  on  prend  fà  dlfTérentielle ,  is^  en  fuppoiànt  que  de 
toutes  les  variables ,  ^  >  /  >  «  )  f^  >  &c.  la  feule  x  demeu- 
re variable )  &  que  toutes -les  autres /^  s^  i#^  &c.  de- 
viennent confiantes  ;  2.  ^  en  fuppoiànt  que  toutes  les  va- 
riables #f,«^fr,  &C.  font  confiantes^  excepté  la  iecon- 
^/î  3*^  ^°^  fuppoiànt  que  toutes  les  variables  font 
confiantes,  excepté  la  troifîeme  z;  en  continuant  ainfi 
a  prendre  les  différentielles  de  Xjusquace  qu  on  foit 
parvenu  a  la  dernière  variable  :  la  fomme  de  toutes  ces 
différentielles  fera  la  différentielle  de  la  fon£lion  Xy  telle 
quon  la  trouve  par  la  règle  générale  du  calcul  différen- 
tiel (Art  XX.)  en  fuppoiànt  que  «,/,«>  «^>  &c.  font 
toutes  variables  en  même  tems. 

Démonstration,  i  ®  Nous  avons  démontré  (  Art 
xvill.)  que  fi  la  fonftion  X  eft   compofée   comme   on 
voudra  de  plufieurs  parties  variables  jointes  enfemble  par 
les  fîgnes— HOU-— ,  commex-4-/— Has  —  u8cc.  ladîfféren- 
tîelle  dX  trouvée  parla  règle  générale  fera  ^jc-K//^— »• 
Jz'-^du  &c.  Or  en  differentiant  X,  i.^   en   fuppoiànt 
que  la  feule  quantité  x  efl  variable,   on  z  dx^  2,.^    en 
fuppoiànt  /  feule  variable,  on  a  i//;  3.^  en  fuppofant 
%  feule  variable,  on   a  dz.  4.^  en   fuppofant   u    feule 
variable,  on  a  —  rf/#  &c,  &  la  fomme  de  toutes  ces  dif- 
ferenrielles  efl  dsh^/^^z — du-^  &c   telle   qu'on    la 
trouvée  en  differentiant  la  foa£lion  X  par  la  règle  gène* 
raie* 
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2.®  Lorique  Xcftcompofée  de  variables  &  de  con- 
fiantes,  multipliées  les  unes  par  les  autres  comme x/x, 
&c.  Nous  avons  démontré  (Art,  xx.)  que  la  diiTéren- 
délie  ^X  eft  egak  a.  la  fomme  des  produits  quon  trou* 
ve  en  multipliât  la  difi^renticlle  de  chaque  variable  par 
le  produit  4e  toutes  les  autres  variables  »  Or  cette  fpm* 
me  ^ft  la  même  ^ue  celle  qu  on  trouve  en  prenant  fuç- 
ceflîvemem  ks  différentielles  deX  dans  les  fupporiûoQ^ 
que  toutes  les  variables  font  confiantes,  i.^  excepté  U 
première,  t.^  excepté  ia  feçonde,  3.^  excepté  la  troi- 
sième, 8c  ainfi  dé  fuite  jufqu'a  la  dernière  variable,  & 
en  ajoutant  «nfemble  toutes  ces  difTéreatielles, 

3.^  Lorfque  X  cft  compofée  de   variables  divifée? 

comme  on  voudra  les  unes  pao:  les  autres  £;o9i^e  ^  ^ 
fi  oa  met  «ne  autre  variable  ^  a  la  plafe  de  -  ,  on  au- 
ra -  =:xp ,  &  la  demonftration  fera  la  même  que  dajis 

le  cas  précèdent, 

4.  ®  Enfin ,  lorfqne  les  parties  de  la  fonftion  X  Ten- 
ferment  des  puiflances,  des  radicaux,  ou  d*  autres  fon- 
ctions quelconques  des  variables,  on  peut  mettre  a  Ifi 
place  de  chacune  de  ces  fon£lions  une  autre  variable  , 
&  la  demonftration  demeure  la  même  que  dans  les  cas 
precedens.  Donc  ce  théorème  eft  démontré  dans  tous 
les  cas  .poflîbles* 
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Corollaire,  i.^  Si  ia  foa£lion  Xne  contîeot 
que  deux  variables  n^  Sc/^  Gl  di£fereatielle  dX  pourra 
toujours  être  exprimée  par  Adx--^Bd/y  eu  fuppolàru 
que  ^  eft  la   quantité  fifûe  qu  ou   trouve  en  difierea- 
GÎant   X  dans  la  TuppoTition  de  /  cooilame  &  de  a; 
variable  y  8c  B  étant  k  quamîté  finie  qu'on    trouve 
en  différentiant  k  fonélion  X  dans  k  fiippofition  de  i$ 
confiante  &  de  /  varîabk  ;  car  k  differentielk  de  X 
en    ne    fuppofànt    que  »  varkbk  y  doit  toujours  être 
une  quantité    finie  multipliée  par  dx^y  8c  en  ne  fup^ 


pofant  que/  variable  k  différentielle  de   X  doit  tou- 
jours être  une  quantité  finie  multiplié  par  d/^  On  de* 
montre    de    même  que   fl   k  fon£lion  X  ne  contient: 
que  trois  variables  «r ,/ ,  « ,   k   difFérentielf e  d  X  pour- 
ra   toujours  être   exprimée   par  jldx-^Bd^-^Cdz.y 
en  fîippofant  que  A^   B  8c  C  font  les  quantités  finies 
qu  on  trouve  en   diiFerenciant  X  dans  ks  fuppofitions  y 
I.®  que  99  feule  efl  variable,  %.^  que  c'efl/  feule,  &  3.® 
que  c'efl  k  feuk  %^  On  prouve  de  k  même  manière 
que  fl  k  fbnflion  X  ne  contîelit   que  quatre   variables 
«9 ,/,%,&»  fa  dififérentielle  i/X  pourra  être  exprimée  par 
Adx'HrBdf'^Cdz^^Ddu;  &  que  fï  elk  en  contient 
cinq,  pÇyfyTijUySj  fa  différentielle  dXktzAdx-^Bdy 
*^Cd?km^DdHHrEdsi  &  ainfi  de  fuite,  en  fuppofànt 

que 
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que  A-,  By  C,  D,  E  &c.  font  les  quantités  finies 
quon  trouve  en  dififérenciant  X  dans  les  fuppûfitions 
i.®  de  »»  feule  variaUe,  2»®  de  /  feule  variable  &g» 

XXVIII. 

Corollaire.  2.^  Lorlqu©  la.  diiFérenticllc  dXx 
une  im^ntle  X  on  peut  k  trouver  en  iutégram  dans 
ftni  expreflîon  ^^»-*-B^/-+Ci/«-v-&c*  i.®  Le  terme 
Ad  X  en  fuppofant  911c  «  ièfile  eft  variable ,  2.  ^  le  terme 
BJ/  en  fijppofant  que/  feule  eft  variable  y  &  ainfî 
de  fuite  jufquau  dernier  terme,  &  en  comparant  en-^ 
tr'elles  toutes  ces  intégrales  »  Car  û  eUes  font  toutes 
les  mêmes,  ou  auia  dans  la  première  S.  Adn  ï  inté* 
grale  cherchée  ;  Si  elles  font  différentes  on  ajoutera 
a  ce  qu  elles  ont  de  commun  ,  tous  les  termes  qui 
font  leurs  diâlërences  pour  avoir  ï  intégrale  X,  a  laquel- 
le  on  pourra  ajouter  une  confiante  fuivant  la  règle 
(Art. XVI.)  voici  la  raiibn  de  ee  procédé:  puis  qu'on 
a  trouvé  le  premier  terme  Adn  en  différenciant  dans 
la  fuppofition  que  n  feule  etoît  variable  ;  &  toutes 
les  autres ,  / ,  « ,  &c.  confiantes  ;  en  intégrant  Adn 
dans  la  m^me  fuppdition ,  on  aura  un  intégrale  S.  Ad  n 
qui  rendra  X  dans  la  même  fuppofition  ;  mais  comme 
la  fonftion  X  peut  être  compofée  de  termes  qui  ne  con- 
tiennent point  la  variable  x,  &  que  tous  ces  termes 
s'evanou'tâent  en  difféitntiant  X  dans  la  fuppofmoo  que 

D 
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foutes  les  variables  / ,  %  Sec.  font  i:onftantes  ;  on  ne  re- 
trouvera pas  ces  termes  dans  ï  intégrale  S.  Ad  x  ;  mais 
on  les  trouvera  dans  les  ^lutres  intégrales  S^Bdf^S.Cdzy 
&c.  dont  les  difFéreptielles  JSdr^C  dzy  8cç.ont  été  trouvées 
en  fuppofant  fuccçflivement  que  /  >  % ,  3çç*  <etoient  va- 
riables ;  par  P  dy  «tant  Ja  .différeûtieilç  4e  X  dans  la 
ruppofition  de  y  variable ,  les  fermes  de  X  dans  les  quels 
fe  trouvent  7 ,  \n  ont  point  été  détruits  par  la  différen- 
tîation  de  X  pour  trouver  B  ^/  ;  on  les  retrouvera  donc 
dans  y  intégrale  S.  Bdy;  &  ainfi  des  autres .  Mais  il 
faut  eçl^ïrcir  ceci  par  pn  exemple  facile. 

Si  on  fuppofe  X=/  ;c^  —+-///  ;»*-H-  ^  ^  -+r/*-+-5'  con* 
liante  ;  on  trouvera  dX=z  3/*.^V  x  —Hz/  x^dy  -^layxdpù 
'^ax  df^^bdx^ir^cydjr=z(^^y  x  .^^^ayx^^b^dx"^ 
(  2/  x^  -4-^  ^*  -tH  2  cy)  dy:=ijidx-^B  dy^  enfaiiant  A-^z 

j^'*  ^*-4- 2  i^y-4-^  ,&  5  =  2  ;';c^-4-/jr**.-+- 2  c  y .  Or  en  in- 
tégrant ,Adx  dans  la  fuppofition  de  x  variable  j8c  de  / 

confiante ,  on  jrouve S.  Adx  =/* .^^-4- afx^^^bx\ZctXi 

intégrant  Bdy  dans   la  fuppofidon  de  x  confiante,   on 

trouve  SpBdy-^i^.y  x^  ^-^ax^y^-H:  y^  ;   &  en  comparant 

ces  deux  intégrales ,   on   trouve   que   leurs  termes  com- 

muns   font  yx^^^^axy^Sc  leurs  termes  difFérens  bx8c 

cyy;  en  les  ajoutant  enfemble  on  a/*^'-*-//x*/-t-^x-4- 
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cyy  pour  T  intégrale  Xy  a  laquelle  ou  pourra  ajouter 
une  confiante  iuivant  la  règle  (Art.xvi.) 

XXIX. 

Théorème  .  Si  X  eft  una  fonftion  quelconque 
composée  de  deux  variables  «  &  /  &  de  confiantes  y  & 
par  conlêqucnt  dX=:Ad9f^^Bdf;  la  difiérentielle  de 
Ad99  prife  dans  la  fuppofitîbn  de  9$  conftante  &  de  / 
variable  fera  égale  a  la  difiérentielle  de  B  d  /  prife 
dians  k  fuppofitioa  contraire  de  /  confiante  ^  &  de  « 
variable  . 

Demonstratiok*  Si  dans  la  fi)n6lion  X  on  fub- 
ftîtue  x--hdx  au  lieu  de  k  &  y-^dy  au  lieu  de  /,  & 
que  par  ces.  fubftitutions  X  devienne  X^i  la  différentielle 
de  X,  ou  iXferaX' — X=zAd9^^^Bdy{hn.xxvii.) 
Si  dans  la  même  (onBioti  X  on  fubftitue  feulement 
9s-+dx  au  lieu  de  ^  en  confîderant  y  comme  confiante  y 
&  que  par  cette  fubftitution:  X  devienne  H;  en   fubfU- 
tuant  enfui  te  dans  R^  y^^^Y  ^^  lî^^  de  /^  -R   devien- 
dra X':  puis  que  c  efl  la  môme  chofe  de  fubflituer  en 
mé'me  tems  dans  X  les'  deux  quantités  x^^dx  au  lieu 
de  9ç  &/— h//^  au  lieu  de/^y  ou  de  fubfUtuer  d' abord 
dans  X  la  quantité  x-^dx  au  lieu  de  x  pour  changer  X 
en  Ry  8c  de  fubftituer  enfuite  dans iî  la  quntité/-^/^/^ 
au  lieu  àe  y. 


j 
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Par  la  mém«  raifon  fi  on  fubftitue  dabord  dans  X  la 
quantité  /-H-i/  au  lieu  de  / ,  &  que  par  cette  fubfti- 
tution  X  devienne  S*;  en  fubftituant  en  fuite  dans  S  la 
quantité  x^^dx  au  lieu  de  /v^  ou  changera  S  en  X'. 

Donc  fi  on  difTérencie  X  en  fuppoTant  n  variable  & 
/  confiante,  la  diflférentielle  fera  R^r^X=;iAd^;  dç  fi  on 
différencie  X  en  fuppofànt  /  variable  &  pê  conf^ajate  h 
différentielle  fera  S-^X^zBdf  (Art,xxY^.) 

Mais  parce  qu  en  fubiHtuant/  -H-  df  au  lieu  de  f  dan$ 
jR,  &^— ir/j/^au  iieu  de  /  daus  X,  R  devient  X'  8ç  X 
devient  5,  &  que  par  confequentR — Xdevient  X^ — S; 
la  différentielle  de  R— ^X  qui  efl  celle  de  Adx^  en 
fuppofànt ^^  feule  variable  &.xcgnfUnte  cQ;  X^-^^-^R-^X 
(  Art.  xxviL  ) 

De  même  puis  qu'en  fubflituant  dans  X  la  quantité 
f*'-¥dy  au  lieu  de  z', Xdevient 5,  8cS-^X=:::Bd/;  8c 
qu'en  fubftituant  dans  S  &  dagis  X  la  quantité  x-»-i^tf 
au  lieu  de  x ,  S*  devient  X^  &  X  devient  R ,  &  par 
eonfequent  5— X  devient  X'*— H.  La  différentielle  de 
S"— X  ou  de  Bd/  en  fuppofànt  m  variable  &  ^^  conflan* 
te  fera  X' — R — S'-hX,  la  même  quon  a  trouvée  pour 
la  différentielle  de  Ad:c  en  fuppoiàux  /  variable  &  n 
confiante.  C»^F.D^ 
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XXX. 

C0110LI.ÂIRE.  i^^  Donc  fî  on  prepd  la  jdifiifren- 
tielle  de  Ad%-¥Bây  en  fuppoiànt/  varia We  &  m  con- 
ilante  dans  Aàm^  &  aupootraîn:  «  variable  &  y  con- 
fiante dans  Biyy  on  aura  àA»  dMzz:^dB*dy^  ,&  par 

confe^uent  y ==  -j-  •  Et  fi  on  propofe  de  trouver  l' in- 
tégrale jd'une  dlfTérentielle  Ad»-¥Bày  dans  laquelle 
^&B  îoxyt  à&s  fon£liûns  de  deux  variables  «  &  y^  & 
de  confiantes;  cette  ilifférentîelle  n'  auca  point  d*  inté- 
grale finif  Z^  anaoins  que  — »    ne  foie  ^ale  a  —-.«a 

dy  dx 

prenant  la  différentielle  à  A  dans  îa  fbppofition  de  m 
conftante  &  de  f^  variable,  &  en  prenant  la  différen- 
tielle àh  dans  la  fuppo{ition  contraire  de  /  confiante 
&  de  »  variable .   Mais  £  en  prenant  les  '  différentielles 

comme  nous  venons  -de  le  dire  •  on  trouve  -r-  =  -•-  % 

'  dy  dx    ^ 

on  trouvera  T intégrale  de  Adx^-^Bdy  par  la  méthode 
du  CoFoUaire  2.  du  Théorème  précédente 

XXXI. 

Corollaire  .  2.  ^  Si  X  efl  une  fon£lion  quelcon- 
que  compofée  de  trois  variables  *, /,  &  %  &de  confian- 
tes,   &  par  confequent  dX^iAdK-^Bdjf-^Cdxr^  on 


^_   .  •  dA         dB         dA         de        o       ^^ 

aura  ces  trois  équations  -— =-—  ,  —-=>-; — ,  &  — 

*  dy  dx    ^     dz  dx    '  </a 
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=  -- ,  en  prenant  pour  la  première  équation  la  difFéren- 

tîelle  dA  dans  la  fuppofitîon  Je  y  feule  variabley  &  la 
différentielle  d  B  dans  la  fuppofition  de  x  feule  variable  ; 
En  prenant  pour  la  féconde  eq^uation  la  différentielle  dA 

9 

dans  la  fuppofition  de  z.  feule  variable^  &  la  différentiel- 
le  de  dans  la  fuppofition  de  k  feule  variable ^  &  de 
même  en  prenant  pouf  la  troîfîeme  équation  la  différen- 
tielle dB  dans^  la  fuppofition  de  z.  feule  variable  ^  &  la 
différentielle  d  C  dans  la  fuppofition  de  f^  feule  variable . 
Gisu-  puifque  Adx-hBd'j^-^Cdz  eft  la  différentielle  de  la 
Ibnftion  finie  X  €ompofée  de  trois,  variables  x ,  jr  8c  %y 
Ci  on  fuppofe  »  confiante,  le  dernier  terme  Cd%  s* éva- 
nouira ,.  &  la  fon£lîon  X  ne  contiendra  que  deux  varia- 
bles ndc^y  par  confequcnt  fa  différentielle  ktxAdx 


Bdyy  dans  la  quelle  on  aura-j-rt=— -par  le  Gor^  i.;; 

&  fi  on  fuppofe/  confiante  la  différentielle  Bdy  s'eva- 
nouïra^  &  la  différentielle  deviendra  Adx^'-i-Cdzy  dans 

la  quelle  on  aura -2—= —  ;:  &  ^^  prouvera  de  mômet 

qu'ien  fuppofant  »  confiante  ^  on  aura  7^  =  ^  • 

Si  la*  différentielle  Ad^-^Bdf-^^Cdz.  fournit  les: 

dA        dB         dA         dC     o  ^^         dC 

troij  équations  ^=^  ,    ^-  =  _-,&— =  ^  ,  o« 
trouvera  foa  intégrale  X  par  le  Cor«  2»  du  Théorème 
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précèdent  ;  maïs  fi  elle  ne  donne  pas  ces  trois  équations , 
elle  n  aura  point  d'intégrale  finie  X. 

Ce  n  eft  pas  icy  le  lieu  de  traiter  cette  matière 
plus  au  long,  il  fiiffit  d'  avoir  démontré  avec  fimplicité 
les  deux  dernières  Théorèmes  xjui  font  le  fondement  des 
principales  découvertes  qu  on  a  faites  dans  le  calcul  in- 
tégral; Nous  ign  ferons  un  grand  ufage  dans  la  fuite  d9 


cet  ouvrage  >i 


XXXII. 


Lemme  pour  fervir  de  préparation  a  Tuiage  ^es 
Logarithmes  xlans  les  Calculs  difTcrentiel  &  intégral. 

1.^  La  courbe  BMR  (fig.  5.)  dont  les  ordonnées 
AByPMy^^ydçç.  «taut  en  progrelfion  ^ômetrîquc, 
les  abciffes  correfpondantes  p^  AP^  A,^8cc.  font  en  pro- 
greffion  arithmétique^  iè  Romme  LogaritJhnique ^  par  ce 
que  les  abfcifTes  peuvent  être  prifes  pour  les  logarithmes 
de  leurs  prdonnées.  On  peut  prendre  pour  F  unité  une 
ligne  donnée  -quelconque  entre  ks  ordonnées  ^  &  deter- 
mioer  enfuite  les  rajçortsdes  autres  lignes  a  celle-là,  & 
les  isxprimer  par  des  nombres.  Nous  fuppoferons  a  T or- 
dinaire ,  que  r  ordonnée  AB  y  ou  commencent  les  aWcif- 
fes,  Oy  AP^  A^  &c.  &  dont  le  logarithme  eft  zéro , 
reprefente  V  unité ,  Se  que  toutes  les  autres  ordonnées  9 
comme  JPMy  ^Ry  &c.  pouront  être  exprimées,  par  des 
nombres  ^  qui  marquent  leurs  rapports  a  l' ordonnée  AB* 


^ 
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2»^  Si  par  ua  point  qi^con^ue  M  de  k  loga* 
rithmique  on  tire  une  tangente  MT,  qui  rencontre  Taxe 
ou  la  ligne  des  abfcifres  au  point  T,  je  dh  que  b  fou- 
tangente  PT  fera  confiante,  en  forte  que  ft  Ton  mène. 
par  un  autre  point  il  de  la  ^courbe  une  autre  tangente 
R Tf  y  les  deux  Ibutangentes  PT  k  j^T'  feront  égales . 
Car  fuppofant  que  ï  ordonnée  P  M  foit  a  (à  voifme  P^  JMP 
comme  T  ordonnée  J^JR  a  J^JR.'^  &  que  par  confequenu 
les  abfciffes  correfpondantes  fbient  eu  proportion  arithmé- 
tique, ou  que  leurs  difîerences  P  P'  &  J^j^'  foient  ega?- 
ks;  faifons  AP=iXy  PM=zyy  P Pf=zdK^=z^^^ 
M^ N=^dfy  ^R=z.Uy  SRf={iu;  nous  aurons  la  pro»» 
portion  géométrique  fif^^ii/ivuiu^^du^  &   par    la 


» 


ibuilrafHon  des  antecedens  yidprrurdt^y  8c  — -— • 

^  ajt  du 

mais  h.  foutangent»  FT^  * ,  &  j^T==-Î^Aiî«eX.). 

Donc  en  fubdituant  -4-  au  lieu  de  ibn  esale    **..  y,    os 

au»  ^Ti==zPT\  C.^F.D. 

3.*  Si  Ton  «lei^ne  par/»  ta  fctutangente  PT,  en 
ània  pour  ¥  equaticKi  difféirentielle  a  la  l<^aiithmique 

-j-rsTi»,   ou  rr-.'      ,  &  en  intégrant  -=  y.  -^  » 

Pus  donc  que  m  efi  le  Ic^aFltluae  de  /,  pris  dans   la 
log^tbaùquc  dont  la  ibutaogei^te  eil  4,  on  a  ce 


TheO' 
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THEOREME   GENERAL. 

J]  intégrale  S^-JL^  ou  F  intégrale  i  une  fraStion  ^JL, 

y  •  7 

àmt  U  numérateur  dy  eft  la  différentielle  du  denomina^ 
tewr  f  y  eft  le  logarithme  u  du  dénominateur  divi/é  par 
la  foutangente  a  de  la  logarithmique  ou  F  on  prend  ce  lo» 
garithme  • 

4.®  Par  ks  mêmes  raifbns^  fi  on  fuppo(c  cjiie  %eft 
le  logarithme  d'une  ordonnée  quelconque  u  y  dans  une 
autre    logarithmique  dont   la    foutangente   foit   ^  ;    on 

aura  j:;=:S.—!Ly  &  fi  Ton  fiippofe  de  plus  que  les  or- 
données/&  1»  priies  dans  les  deux  Ic^arîthmîques  dont  les 
ibutangentes  font  a  ic  b^  (oient  les  mêmes  y  ou  quelles 
foîent  exprimées  par  le  même  nombre  y  en  faîfant  u: 


on  aura  j*=»y* =^  j  par    confequent   az=zÙ9iy  & 

u:%::a:  h.  Ce  qui  donne  cet  autre 

Théorème. 

TLes  logarithmes  d  un  mime  nombre  pris  dans  deum 
logarithmiques  différentes  font  entreun  comme  les  foutan- 
gentes  de  ces  logarithmiques  • 

Nous  defignerons  dans  la  fiiite  le  logarithme  d'  une 
quantité  ou  d'  un  nombre  quelconque  /  par  la  lettre  y 
Ly  placée  devant  ce  nombre;  ainfi  L/  fignifiera  le  lo-^ 
garithme  de  /  « 
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5,®  Si  on  prend  les  logarithmes  dans  »ne  logarithmî- 
.que  dont  la  foutangente  eft  T unité,   on  aura  toujours 

X/  ==;:  S .  — £.  y  ç  eft  ,adire  que  F  intégrale  S^  JL  $,  une 

fraftion  dont  le  numérateur  eft  la  différentielle  .du  de* 
nominateur,  eft  toujours  égale  au  logarithme  du  jdeno* 
minateur,  en  prenant  ce  logarithme  dans  la  logarithnji- 
que  dont  la  foutangente  eft  ï  unité,.  On  a  coutume  de 
nommer  pes  logarithmes  hypçrhçUquçs  ^  pour  les  diftin- 
guer  des  logarithmes  ordinaires  dont  la  foutaogente  n  eft 
point  r unité,  jmais  la  fraftion  décimale  .0.43^25^448. 
Car  dans  les  tables  ordinaires  le  logarithme  de  ï  unité 
eft  p,  &  celui  de  10  ,eft  i\  mais  dans  les  logarithmes 
hyperboliques  le  logarithme  Je  l'unité  eftp,  .&  le  loga- 
rithme de  10  eft  .2.30258505?,  ,que  nous  jdefignerons 
par  IJf  .Donc  le  logarithme  hyperbolique  de  10,  ou  N^ 
eft  au  logarithme  ordinaire  du  même  nombre  10  ,  qui 
eft  I  ,  comme  la  foutangente  de  la  logarithmique 
hyperbolique  eft  a  la  foutangente  de  la  logarithmique 
des  tables,  que  nous  appellerons  M^  par  pu  l'on  trou- 
ve cette  foutangente  M=z  ^  1=;=:.  p.  4342^448. 

6.  ®  Cela  pofé  on  peut  toujours  trouver  par  le  moyen 
des  tables  ordinaires  le  logarithme  .hypjîrf>Qliquc  d' un 
nombre  donné ^  .que  nous  appellerons  B^  Pn  na  qu'a 
chercher  datis  ces  tables  le  logarithme  A  du  nombre 
donné   5  ,    &  en    fuite    le    mukiplier  par   iV  ou  par 


FlancbcIT'Iiwc.i'l 
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2.302  58 50P  pour  avoir  le  produit  AN^  qui  fera  le  lo- 
garithme hyperbolique  d-e  B:  puifque  la  foutangente*  M 
dk  la  logarithmique*  des-  tables  eft  a.  la  foutangente    r 
Je  la  logarithraïque  hyperbolicjuey comme  ^logarithme 
de  B  pris,  daus  les  tables   eft   au  rogarïtlmre   hyperboli- 

que  de  B,  qui  fera  par  confec^ucnt  j-  =zANj  a  caufè" 

deM=  55  r  On  peut  aiifll  par  k  mé^me  proportion  trou- 

ver  dans  les:  tables  ïe  nombre  B  qui  repond  a  fon 
ft^arithme  hyperbolique  donné:  car  que  C  foit  le  lo- 
garithme hyperbolique  dix  nombre  chercha -ff;  brr  aura  la 
proportion  i  r.  M:  rCr  A  y  logarithme  de  B  pris  dans 
les  tables  ^  qui  fera  par  confequent  MCy  qu'on  cher- 
chera: dans.  les.  tables  ^  &  a  coté  de  ce  logarithme  MC 
fh  trouvera  le  nombre  B. 

7.^  Aurefte  iJ  eft  facile  de  démontrer  que,  fidansF" 
hyperbole  equtlatere  ECMM^  (fig.  6.)  y  rapportée  aux  afym- 
ptotes  AD  &  APy  on  fuppofe  AE=:BC=:iy  Tab- 
£cMe'  AP=:xy  r  ordonnée  PM=:^y  requatioaxy==r 

&: parconfèquent/ =  -y  on  aura  rdsçzzz —  y  Se  T  aire 

CBPM=zS^.f(Ix=::lxy  eff  prenant  ce  logarithme  de 
x^  dans  la  logarithmique  dont  la  loutangente  eft  l'uni  té  y 
par  ou  r  on  voir  que  F  invention:  des  logarithmes-  dépend 
lie  hc  auadjature  de  1!  hyperbole  ••. 
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XXXIII. 

THEOREME.  L'iatégmle  de  h  difi<^rentieUs 


■  '  I       ■ 


cft  i..  I,  r  l-Hx^  =^  L  (^-=^);  l'intégrale  de  U 
différentielle  :~  eft  -rr,-    £.  (  1^"^;  &  ceUe  de  h 

différentielle,  ^-£7  ,  ou  de— f-  cft  ^f  l(  --- r 
C9  prenant  les  logarithmes  hyperboliques. 

Pemonst^tiqn.  j.*  Ea  fupoCint  -^  -*•«==«  , 

0»  aura  dxn^dx.  &  -^=-^ ==^ —  •  Qr    1'  ii> 

tégrale  de  - —  eft  i  Z.  «  (Art.  xxvi.  &  xvii.)  donc  l' ia» 
tégrale  dç  la  difFérentieUe  ^^ —  ou  de  -^  eft    i-    .  £ 


C  7-«)=  r  •  H'-f-')- 


^•®  Demfime en  fuppofant -  — .x==%,  onaurai/j^cr: 

c 

i^«,  &  ~j==^ =—  p~.  Or  r  intégrale  de 
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(  mu  ^  (Art.  XXXII.  xxxiir,  )  donc  &e. 

3.  •  Puilqae  i'  intégrale  de  — . —   eft  ^  L .  f  ""t^ 


par  le  premier  cas,  celle  de   .         doiî  être  -•--£; 

XXXIV. 

Corollaire  •  On  peut  tirer  des  deux  articles  pré- 
cédents les  principes  du  Calcul  exponentiel  ^ui  ^t  une 
partie  importante  du  odcul  intégral* 

On  appelle  quantités  exponentielles ,  celles  qui  (ont 
eleviées  a   une  puiâance  dont  Y  expofant  eft   variable  r 

telles  font  les  quantités  ii*,  //*,  /  ^*"/*»  Ce  calcul  fe 
redait  aux  Ic^arithmes;  car  fi  les  quantités  font  égales, 
leurs  logarithmes  doivent  être  égaux;  ainfi  /étant  fup* 

pofé  =^  b^y  on  aura  L.  az=,L.  b^^ 

Or  par  la  nature  des  l(^arithme$  »  L.a=zf  L.b^ 

de  même  r  équation  /  =^  qui  contient  des  doubles 
expolans  indéterminés,  fe  réduit  premièrement  a  /  L. 
^^^y'L.b,  &  cette  dernière  a  cellê-cy ,  »Ir.  x-f-JLZ,,^, 


X 
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Ott  pourra,  au  contraire  réduire  une  équation  loga- 
)  rîthmique  a  une  équation  exponerttielie •.  Ainfi.  xL.scirr 

Lay  (é  réduit  ^K!=z:aç  cette  opération  s'appelle  repaflcr 
des  logarithmes:  aux  nombres.,  deméme  (î  on  a  1'  equa- 
tion  L.y=^J9y  dans  la.  fûppofition:  de  i  =  L*  r^  c' eft  adiré 
îiy  c  eft  le  nombre  dont  le  logarithme^  eft   T  unité^,   on 

aunt  L.  fz=:^L.Cy  d'où.  ron;;A=:r  qui  eft  T  eq;uation  a 
la.  logarithmique ..  (Lem;prec,);  dans. le  quelle-^  =  dx  y 

On.  voit  donc  que  pour  différencier  les  quantités 
exponentielles  y  il  fuffit  de*  multiplier  la  quantité  même- 
par'  la,  différence  de  fon  logarithme.   Ainfi  la  différence 

de    c*=  c*  dxL.  c^  Ce  qui  eft  évident  par  la  fubftitution  ,> 

éff  faifant  c  =%,.  on  aura    sL.  r=X.»,&  dxL.  c=: 

z 

r'expoiant:  d'une*  quantité  exponentielle  Ibit  affêclé  d'  un 
logarithme^,  mais  T  opération  n  en  fera  pas  plus  diffici- 
le en  fuppofant:  que  F  expreffion  logarithmique*  foit  éga- 
le a  un  (impie   êxpofant  indéterminé. 

Puifque  le*  calcul  intégral  eft  T  inverfe  du  calcul 
différentiely  il  eft  évident  qu'on  aura:  1'  intégrale  d''  une 
différentielle  exponentielle  en  divifant  cette  quantité  mé- 
mg  par*  la'  différence  de*  fbn;  logarithme..  Ainfi   1'  inté- 


-?  ,  donc  d%^=:%d9QL^c^=-c  dxLc.  Il  peut  arriver  que 


1  l»AitTiÊ.    Chap.  t.  3^ 

giale  de  9^  àyL.M-^^^yàn  «ft  n^  \  comme  il  «ft  aîfé 
de  s*  en  iSxait  en  idifi<freotiant  de  nouveau .  Or  la  diff^- 

xence  du  logarithme  de  ft^  eft  </ y !..«-+■  ^!-4>^.divifàni; 
n'àyL.  #-*-»-^  /  </  x=^Uy  £  *  -t- "^^^  par  ,///£* 


^,  on  Aura  au  quotient  ^*  Il  fera  quelquefois  plus 

commode  d'^employér  les  fubftitutions*  ,Ainfi  .dans  T  exem- 
ple précèdent,  fi   on  fait  .«-^=«,  on  Aura  /X.40r=X«i 

&  en  différenciant,  "^^ i-i/^'JL^fr^-^*  ,&  en  fubitituant 

x^  dy  L,  X'-i      — =  à  % ,  dont  T  înt^gcde  «  =:  j»'.  Il  fuffii: 

d' avoir  fait  cette  remarque  qui  nous  ièrvira  de  principe, 
iorfque  nous  ferons  dans  la  fuite  ufàge  de  ce  calcul. 

XXXV. 

» 

m 

THEOREME,    L'intégrale  de  la  différentielle  M^dii 

eft  quelque  nombre  que  foit  ï  expofimt  m\  exce- 
pté le  cas  de  m=:i — i  ou  de  m^^Jx^  xlont  T intégrale 
eft  L.X,  ou  le  logarithme  hyperbolique  de  j». 


m 

Démonstration.  Xa  différentielle  de  ^ eft 

l7f-«-X 


— r=:i»   dH    (Art.   XXV, .)    donc ,çft 


\ 

\ 
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ï  intégrale  de  m" d»    (  Art.  iv,  )   C,  ^  F,  D. 
fl  faut  en  excepter  le  cas  de  m=:— i ,  ou  de  iT'^àA 

=:-  >  doat  rkt^rale  eft  Z.«  (Art.  XXVL.) 

XXXVI. 
GaROLLiliRE.  I.  Donc  oa  trouve  F  intégrale  de  la 
diffërenticlle  96^ d m  en  otant  dx^  pour  avo\r  «*", en  ajou- 
tant r  unité  a  Texpofant  m  pour  avoir  »*^"*'*  &  en  divl* 


font  M       paar  w-+i  pour  avair 


I 

m 


Si  a  dï  une  coi^aate^  l'intégrale  de  //a»   ^x  iersr 


nr-+r 
^^^     (Art.  XVII.) 


XXXVIL 

CoROiXAi&E.  2.  On  trouve  par  la  métùe  (bi^nm* 
le  r  intégrale  d'une  différentielle  complexe  ,  comme  de 

aiT  dx^^  bydf-^  cxT'  ^%— l-éTc.  pourvu  que  cha* 
que  terme  ne  relerlne  q'une  feule  variable  :  il  n  ya  pour 
cela  qu'a  prendre  l'intégrale  de  chaque  terme  fui  van  t  la 
formule;  Car  la  fomme  de  toutes  ces  intégrales  fera 
r  intégrale  de  la  différentielle  complexe   (Art.  xviii.) 

aînfi ^'^^ — •-+-fJL-»  fera  l'intégrale  de  la  dif- 


férentielle pfopofé$« 

XXXVIII. 
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xxxvrrr.. 

CoROLLAiit.E ..  j.  Qa.  trouve  encore  par  la  mê- 
me   formule    T  int^rale  de    la    diffêrentieUe-    a:»* dit,. 

{bz   v" -H-c/  -+-&C..)',.  dans  Ik  quelle  a  y  b^c   (ont  des 


confiantes  ^  %  >  i^  )  f^  &c..  dès:  polynômes  quelconques  com- 
me A-^Bk  "^CK'^Scç^y  dans  les  qiiels  il  n'y  a 
d'autre:  varkble  que  «  &.  fes  puiffances,.  avec  les  expo- 
êiBs  queloraçues:  mynyt;:  pourvu*  que-  les  expofans 
ÀyfjLy  Vy  p  foieot  des  nombres*  entiers  &  poûtifs;  car  il 
eft  évident  qaàvec  ces;  conditions:  on^  pourra^  devefoppér 

toutes  les.  puiffîLnces:  x   y  v-  y  y    &<^*  &  ^^  ^uite  la  puii^ 

(ance  {b%   v  — t-c/' -♦-Sec.  /  &  qu'en  muUipfiant  chji- 

que^  terme  par  ax^dxy  on  aura:  une:  fuite*  dont  tous  les 
tennes  feront  chacun,  intégrables  par  la  formule:  du 
Xheorenie^,  comme  dàns>  \s:  QoroUaire^  ^. 

XXXIX.. 


Corollaire.'  /^  La  différentielle  x^v  dnf^  eft  in- 
tégrable  par  la  même'  formule'  y  que'lles  que  foient  les 
variables:  « ^ >v^x ,,  &  lès; expofans:  m^n  ;  lorfque  fon  fafteur 

différentiel':  v"  d x  eft  a  la  différentielle:  %^dz    en   raifon 

donnée  y  quelque^  foit  Texpoiant  />  de  %^:  car  enfnppo- 

F 
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(ant  a:  ù::  %^ dz:  v  d^^  on  aura  v  d9c=z par 


çonfequent  a   v  dxz=: ^ dont   F  intégrale   cft 


bzi 


^(/^-hW-t-l) 


XL. 

Théorème  .   L' intégrale    de  la  différentielle  d  x 

(  a-^bx)     cft  — J~^ —        i  quelque  foi  t  ï  expofànt  m  ; 


excepté  le  cas  de  wi=— -i.  ou  de ,  dont  T  intégra,* 

le  eft  !•   L  (a^bx). 

Démonstration  .    Suppofons    j-4-^x=«,  par 


J  z 

çonfequent   bdx=zdxy  dx=:  -7-   &  dx  (a^^bx) 


m^ 


^ — —  Or  r  intégrale  de eft  par    Y  Art. 

XXXV.  Donc  puifque  x"'*'^z=z(a-hbx)'"'*'^   Y  intégrale 

de    la    différentielle    tix  (4— 1-^«)    fera  — ,^    , — 
C.  ^  F.  D. 
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Lorsque  1»= — i,  on  démontre  (parTArt.  xxvi.) 

que    i  intégrale   de    la   différentielle    — 7-  eft  4     I^* 


»-*-bx  b 


K^\ 


XLI. 


THEOREME.  Toute  différentielle  d^une  (eule  va* 
riable  peut  être  intégrée  par  la  quadrature  fuppofce  d' une 
courbe^  dont  on  aura  T équation* 

Démonstration*  Soit  Xân  une  différentielle 
quelcx)nque  d'une  feule  variable  m^  etr  forte  que  X  ibit 
une  quantité  composée  comme  on  voudra  de  ir  &  de 
confiantes  «  Faites  Xdx:=ij^  dsêy  ou^  X=zy^  &  vous 
aurésS.Xi/»=:5./ix;  oic  S.ydntU  F  aire  d' une  courbe 
dont  T'àbCcîtk  eft  »  &  T  ordonnée  perpendiculaire  /,  ou  X 
(  Art.  VIII.  ) ,  &  dont  V  équation  c ft  X  =/  donc  &c> 
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TABLE  DES  JORMULES  FONDAMENTALES . 


■»y  I 


Pl¥f  £R£  IITIEU-^ 


ïï 


.INTEfGRALES^ 


iSi 


I         W     I  .  »  I  I  I  Ml  I 


I  ■  Il    11     *     >        I  ■ 


ydx 


{»ir^  .d'vn^  courbe  quelconque  4ont  yjaJbkïfk  fid  x, 
r  .jordpiin^>  perpeadiculaire  /  • 


\f  ix^-^dy^  •  .  •  •   arc  d'une  cpiirbe,  ?ibfciflcjr.,  ordonnée  perpcndîcjilairc/. 

Tx  ou  x-H^  ,  c  çonfUti^  .arbitraire  ,  .ou  ds^x^vffxvoét 
*^  par  Jes  circQftanccs  • 


par 

Jx  » 

d x-^d  zr^-dur*-  &c..» .  ^'r^Kr^M'^Ù'^ 

■■■wi    I  II  II.'  '■*  ••  •  ••  •  •  "^ 


«   dx 


a 
a 


cLflfc  ^9  Jogaritliine  liypiMrboIiqne  de  «^^  »  L^  «  en 
jg^^  Jx  ou  ^-^  •  ^j  P'^*»^  L,)r  dans  les  tables  ordinaires  &  le  mul- 

LtîpUaot  par  »=:a>  5025850;* 

c    dx Li9  c •  p  *  •  ^  *  fi 
x^  dyUx^x'^ydx..^ 

(4^^X;     fiX  •  P   •  * 


(s^»)'\d*  .  ,  .  {l.L(:~)typeib,o«Jl.(-7-)danslestaWes. 

rS,yix„  aire  il'ttW  combe  dont   l'abfciflê  eft  « 

^^^  / jl'orfoiMfc  >,  &  r<quatîon  Xs/  en  fuppolant  JT 

"(.compose  de  »  &  de  conftantes. 
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R£MAKQPE#  Nous  avons  «tabJJi  dans  ce  premier  cha* 
pitre  les  principes  généraux  du  Calcul  .diflKrentiei  Si 
intégral^  qui  doivent  nous  fervir  de  fondement  dans  la 
fuite  de  ce  livre.  Quoique  T  objet  de  cette  première 
partie  (bit .  T  intégration  des  difTérentielles  a  une  varia* 
Me  y  nous  avons  cependant  doonif  des  règles  qui  Appar* 
jtiennent  a  des  équations  d'  une  ou  plulieion  variables  • 
Tels  font  par  exemple,  les  Articles  xxvji. ,  icxvizi. , 
XXIX*)  xxx.^  XXXI.  dans  lesquels  nous  avons  enfeigné 
a  int^rer  ies  4equatioQs  de  cette  forme  jfdjc^^Bd/ 
CJzBcc;  mais  nous  avoc^  traitté  ces  equauons  .comma 
fi  elles  ne  renfermbient  q  une  ieule  variable;  il  jne  fera 
pas  hon  de  propos  d'expliquer  cette  méthode  un  peu 
plus  au  long)  ce  qui  deviendra  plus  ail^  d*  apr&  les  prin«- 
cipes  précédents^ 

Si  on  a  -7^^=^— >  on  a  toujours  une  fonQion  des 

deux  variables  «  &,  /,  la  quelle  étant  difféanciée  don- 
ne AJx^Bdf  (Art.  cités).  Soit -F  cette  fonftion&par 
confequent  dF=AJx^i^BJf;  il  eft  évident  que  Ad  m 
fera  Ja  différentielle  de  F ,  fi  on  confidere  la  feule  9é 
comme  variable,  &  Bd/  «n  fera  la  différentielle,  fi  on 
confidere  au  contraire^  comme  variable  la  feule  /. 
Donc  on  trouvera  >,  F^  fi  on  intègre  Adx  en  regardant 
r  comme  confiante,  ^u  fi  on  intégre  Bdy  en  confide- 
rant  x,  comme  confiante*  On  voit  donc  que  toute  cette 
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opération  fe  réduit  a  T intégration  d'une  formule  diffé- 
rentielle qui  ne  renfermeroit  q'une  variable ^r  II  eft  clair 
par  ce  que  nous  venons  de  dire  qu  on  peut  trouver  le 
valeur  de  F  y  de  deux  manières,  r.®  en  regardant  une 
fonftion  quelconque  de/,  comme  confiante.  2.^  En 
ebnfiderant  comme  confiante  une  fon£lion  de  n  «  On  aura 
dans  Ton  &  T  autre  cas  F=S.^rfx-i-r,  &  Fz=S. 
Bdf'^Xy  confiderant  /*,  comme  une  fonélion  de  /, 
qui  ne  renferme  point  de  x,  &  par  confequent  comme 
confiante,  &  au  contraire  X  efl  une  fon6lion  de  x ,  qui 
jie  contient  point  de  /.  Or  on  déterminera  aifement  la 
fonftion  /*  de  /,  8c  la  fonction  X  de  x,  par  la  compa- 
raifon  des  équations  S.Adx'^r=:S.Bd/-^Xy  &  F 
étant  F  intégrale  de  F  équation  Adx^^Bd/;  il  efl  évi- 
dent,  aiant  fait  r intégrale  de  T équation ^rfx—hB  ây^zç^^ 
que  Ty  fera  confiante  &  quon  pourra  la  déterminer. 
Soit  par  exemple  Tequation  différentielle  lasc/dx-^ 

axxdy^^y^dx  —  Z^fydy=zOy  comparant  cette  équation 

avec  la  ïorm^  Adx-^Bdy  y  on  aura-^=:2/ïx/ — •/" ,  & 
B=/jxx— j*;'/,  &  on  trouve  dans  les  fuppofitions  re- 

quifes  -—=-  =  2^^— 3/y  .  Donc  en  prenant,/  , 

comme  confiante,  on  zurz  S. Adx=:axMf — y^x-^r;Sc 
en  prenant  de  rechef  la  différentielle  en  fuppofant  9$ 
confiante^  on  wr^aHxd/'^^y/ndy''^dr=:Bd/y8c  en 
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fubftituant  a  la  place  de  JB,  fa  valeur  //«x  — 3^/^, 
nous  trouverons  dr=:oy  &  par  confequent  r=zoy  ou 
confiante;  ainfi  la  différentielle  propofée  a  pour  intégra- 
le axxf — ^^  X.  D'  ou  Ton  voit  que  pour  déterminer  les 
fonclioas^  X^  r  qu'on  introduit  a  la  place  des  confian- 
tes y  il  q'  efl  pas  necef&ire  de  faire  deux  intégrations  « 
Quand  on  a  intégré  une  partie  comme  Adx  en  confi- 
durant,/,  conmie  confiante,  fi  on  fuppofe  F  intégrale 
==j^,  on  aura  F=  J^-^-/',  &  en  différentiant  j^-4-r 
dans  la  fuppofition  de,  x,  confiante,  on  aura  la  diffé* 
rentielle  B  dy  ;  donc  en  comparant  les  deux  différentiel- 
les, on  aura  la  valeur  de  -T,  &  l'intégrale  J^-^-T. 

Nous  avons  fait  voir  que  ces  fortes  d'équations  ie 
ramènent  a  celles  qui  uont  q'une  variable;  mais  elles 
ne  font  pas  pour  cela  toujours  intégrables  abfolument , 
elles  ne  font  très  /buvent  que  conflru6libles  par  les  qua- 
dratures des  courbes  ;  tel  efl  ï  exemple  fuivant  que  nous 
refoudrons  aisément  par  cettç  méthode  &  qui  auroit  pu 
être  difficile  par  d'autres  voies. 

Soit  proposée  a  intégrer  ï  équation  —    ■ 


yjg    {y^^-*^y)  V"*  *^^^ 


XX 


j-(r-y-'-^>- 


{—■*      T"  V/=';Donc^fa 


V' 


1 
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^  ^JZÎZ^Lllim  ^  Donc  (  ea  {uppolant  «  confiante  ) 


££■— i^^Vjl'"*^-'  I    ■  ^L &:  ( en:  fuppolantjr  con:« 

ioa.  dcdmt  en  rediuÊint  t-=^=^-ï — • 


Donc  r  int^ration  ou  k.  conflruflïon  cft  pofllble . 

Cela,  pos^  S...^^ ^/«(/'fupposée  confiante)  =.1,.*«*^- 

JLL~^y  S,—^  ««-►/>.  Or,  fuppofint  tojours  r  con- 
fiante  ,.    5 .  —  V"^^^^  -=>-/>rEEEiZ-+  -^  L . 


*'  i.XX-  ^ 


^         ^\  ■?  Donc:S•.^rfl«=L•,i^— ^^^î =^-î^ 

i£ ,.  jL!!— î!^— j?  -4-/"  ;  DifFérentlant  maintenant:  cette* 
intégrale ^,  en',  fùppofant:  »»;  confiante,,  on  aura  — «^ — -  •— 


^il— .iîX-î^-^  ;;  D'OUI  r  on.  déduirai  ea  redui- 

fànt 


ï.  Partie  •   Ghap.  L  ^p 

iànt      ^^    ;  -h^r= 7==:;Donci/r=:ï>, 

%XXy     MX~^J^Jf  ZXx\XX-^JfJf 

donc  r=(>>  ou  une  confiante.  Donc  F  intégrale  de  k 
différentielle  proposée  cfï  L.  h        ^^  — »  :^V  ^^'^-^^  ^ 


ax«  axx 


^x* 


r-I»    .— izr »-«,  ou  une  cooftantc;  fi  Ton  diffé- 

rende  cette  intégrale ,  on  retrouvera  la  différentielle  pro 
posée. 

Il  arrive  très  fbuvent  que  re^uattoo  diffifremiells 

AdH-^Bdy  y  ne   donne  point  ï  ^alité   ^ —  — ;  ^^ 

dans  lequel  cas  F  équation  Adu-^Bày  n'eft  pas  inté> 
grable.  Il  ^ag|t  donc  dans  ces  cas  de  trouver  un  hc» 
teur  par  lequel  multipliant  Aà»-¥hâfy  elle  devienne 
int^grab/e.  Sait  ce  6£ïeur=:Af,  il  faut  que  M  Ad  m 
-i-MBdf  foit  la  différentielle  de  quelque  fonélion  deo, 
dî  ;',  &  de  quelque  confiante  ;  donc  (par  l'Art,  xxviii.  ) 
la  différence  de  MAy  f  variant,  eft  la  même  que  celle 

de  MB,*  variant,  c'eft  a  dire  'll^^lJ^ou  bien 

^dA       AdM      MdB      BdM  .,    r     , 

^-+■77 57 ^=  0  :  il  feudra  donc  par  la 

méthode  précédente  confiderer  f  comme  confiante  & 
chercher  dans  cette  fiippofition  l'intégrale  S.  M  Ad  m 
a  laquelle  ajoutant  une  fonélion  r  de  i'  &  en  différeor 
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ciant  de  nouveau  S*MAà»y  confîderant  m  comme 
confiante^  oa  trouve  MBdf  3c  alors  on  aura  T intégra- 
le comme  dans  le  i.^^   cas. 

Toute  la  difficulté  confifte  a  trouver  la  forme  gé- 
nérale delà  fon£lion  M,  telle  quoa  puiiTe^  par  la  mé- 
thode des  indéterminées  réduire  T  équation  a   être   celle 
qui  fatisfafTe  a  la  condition  d' intégrabilité ,  c^eft   adiré  ^ 
qui  rende  égales  les  deux  intégrales ,  S.MAdx^  S.MBd/j 
la  iJ^^  en  fuppofant  /   confiante,  la  féconde  en  fup- 
polaat   9Ê  confiante  «   Nous   expliquerons   cette   méthode 
dans  la  fuite;  les   cas   particuliers  donnent  fouvent  des 
moïens  très  (impies  de  trouver  la  fonélion  qui   convient 
pour  refoudre  T équation;   mais  il   fuffit  davoir  démon- 
tré le  théorème  fondamental  •  Nous  nous  contenterons 
d'^bfervér  que  fi  on  a  trouvé    un  faveur   ikf,  qui  ren- 
de la  formule  Adx^hBdf  intégrable,  on  pourra  trou- 
ver une   infinité  d'  autres  £i£leurs  qui  la  rendront  pa- 
reillement   intégrabie  •    Car    foit   %  T  intégrale    de    M 
(  Adx-^Bdy).  Ou  d%z=zM  (Adx^Bdf)y  &  foit 
de  plus  Z  une  fonélion   quelconque   de   %,  la  différen- 
tielle Zdz=zMZ  {Adn'^Bdy)kn  auffi  intégrabie. 
Donc  ayant  trouvé  un  faâeur  quelconque  M^  qui  ^  ren- 
de intégrabie  la  formule   Adx^¥Bdy  on   pourra  trou- 
ver une  infinité  d'autres  6£leurs  MZ^  qui   rempliront 
les  mêmes  conditions ,  en  prenant  pour  Z ,  une  fon£lioa 
quelconque  de  F  intégrale  S.  M  (  Ad  so^^Bd/).   Nous 
nous  contenterons  d*  en  donner  im  exemple. 
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Soit  r  équation  difTérentiellc  é  n'^^^f*  dx^^b  ^/^^dy^ 
dans  la  quelle  nous  chercherons  les  fa£leurs  qui  la  ren- 
dent  intégrable ,    on    voit    qu'un    de    ces    faéleurs    eft 

I_  ;  qui  £itisfait   a   la  pcemiere    condîtioa  y  ce    qui 

*v 

donne  </«=—-*•  — ^,  &<n  intégrant»  =/7jL.M-4-^£. y 

=2L .  H  y  (xxx  I V.)  maintecafit  (bit  Z  une  fcmâion  quelcon* 
que  (fe  «'/    les  ^eun   feront   reDfèrai&  dans  cette 

expreilIoQ  générale -;;;-7 —  ,  ,  X   *V    •    ^^  *^  ^c* 

de  cette  fi»a£Uûo  aa.    pienoie    une   puiflàDce   queIcoi»> 
que  M*'/  ',    on  aurott  une  infinité  d'  autres  Êi£leurs 

«r     %t 

■^  ^=^n        y        .  Mais  cda  (uffit  fur   cette  matie^ 
»  y 

xe  que  nous  reprendrons   fort  au  loc^^  l(»s  que  nous 

traitterons    des    équations   a    plufieurs    variables;    nous 

allons  confiderér  dans  le  Chapitre  fuivant  quelques  equa* 

tions  dlfESreatielles  qui  nous  fercxit  dans  la   fuite   d'  une 

grande  utilité» 


5  2  Eelemens  du  Calcul  ikte'gral 


■^ 


CHAPITRE    II* 

Des  cas  les  plus  fimples  dans  lesquels  on  trouve 

abfolument^  ou  par  les  tables  des  logarithmes 

&  des  Jlnus  f  intégrale  de  la  différentielle 

XLII. 


EMME^  Si  on  fuppofe  %^=n  la  différentielle  pro- 

posée  fè  réduira  a  celle-â  ^  *  d  m  (a-^b  x-t-c  m  )  = -* 

«*</«(/»-*-^«»-4ic**)'"en  failkntî^— 1=».  Carfi»  =», 

. r   «^ «j i  ^p     j     9     7- 

on  aura  «=:«'^,  »    ==«  ,</«=-«        tf*,  «  =«    , 
«   </«  =  -«  4»«;  &  »  tf «(/ï-H-^» -+f»     )    =; 

•- «  d)t{^a-\-b»t-^rCi^^    =-»'</«( /^-+-^ « —4- c «  )  , 

£c  comme  ■-   eft  une  confiance ,  il  fuffira  de  chercher 

l'intégrale  de  la  différentielle  **  d*  {a-^bii'^cn'y** 
(Art.  XVII.)  . 


I.  Partie.  Chap.  H,  55 


XLHI. 


dans 


férentielle  9!^ dx{a'^b 96-^^:9;^)^.  Le  i.*»^  Lorfquo  r=a, 

ou  que  la  différentielle  cft  st^dscÇa^-^ÙM)'^  •   Le   2.«  cas 

lorfque  ^=0,  ou  que  la  différentielle  eft^  di^i^a^'^cn  )  • 

Le   3.^  cas  lorfque    a=.o^    &   la  différentielle  /  dn 

{bx^^cx^y^.  Le  4.«  cas  lorfqu  aucune  des  conftantes 
â^  6y  c  n'eil  égale  a  0;  Nous  ne  parlons  pas  d'  on  cin« 
quieme  cas ,  dans  le  quel  deux  des  trois  conftantes 
a^  by  c  font  fupposées  égales  z  Oy  par  cequ  alon  la  dif- 
férentielle propofée  prend  la  forme  de  celle  quon  inté* 
gre  toujours  abfolument)  ou  par  les  logarithmes  (  par 
r  Art*  XL.  ).  Nous  ometrons  auffi  le  cas,  ou  l'expofanc 
m  eft  un  nombre  entier  pofitif ,  parceque  dans  ce  cas 
oa  trouveauffi  l'intégrale  delà  différentielle  par  T  Arti- 
cle XL* 

XLIV. 

Le  MME.  Pour  préparer  a  fufage  des  tables 
des  /mus  dans  le  calcul  intégral. 

1.0  On  fcait  que  tous  les  cercles  étant  femblabies, 
leurs  lignes  homologues  ,  droites  ou  courbes ,  comme 
les  aires  d'un  mémQ  nombre  de  degrés  &  minutes,  & 
leun  fmus,  cofmus,  ungentes,  fecantes  &c»  font  en  mé^ 
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me  raîfbn  que  les  raions  de  ces  cercles;  de  forte  que  fî 
on  nomme  R  le  finus  total  ou  le  rayon  du  cercle  àcs 
tables^  qui  eft  ordinairement  looooooooooo.  r  le  rayon 
d' un  cercle  quelconque ,  X  &  «  les  lignes  homologues 
prifes  dans  ces  deux  cercles;  on  aura   cette   proportion 

R:r::X:^.  d*ou  Ton  tire  Rx=rX.M=---8c  X=z 

'— •  Par  confequent  (i  on  connmt  »  dans  le  Cercle  dont 

le  rayon  eft  r,  on  trouvera  iâ  valeur  dans  les  tables  on 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  JS;  &  fi  on  connoît  X 
par  les  tables,  on  trouvera  la  valeur  de  h  prife  dans 
le  cercle  dont  le  rayon  eft  r.  Par  exemple  fî  x  eft  le 
finus  d^  un  arc  d*  un  nombre  de  degrez  exprimé  par 
N.®&  quon  connoifle  ce  finus  pris  dans  le  cercle  dont 
le  raion  eft  r,  on  trouvera  le  nombre  N^^en  cherchant 

dans  les  tables  un  finus  =  — ,  qui   fera   le  finus   X  y 

a  coté  du  quel  on  trouvera  le  nombre  des  degrés  & 
minutes  N*^ 

2.^  Si  on  a  befbin  de  trouver  dans  le  cercle  dont 
le  rayon  eft  r,  la  longueur  d^un  arc  5*  d'un  nombre 
donné  de  degrés  N.  ^  ;  cm  cherchera  d'  abord  la  cîrcon* 
ference  c  de  ce  cercle  par  une  des  raîibos  trouvées  en* 
tre  le  rayon  &  la  circonférence  du  cercle  en  gênerai  y 
conlme  par  la  raifon  de  113^  a  355*^  ou  par  une  autre 
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taifbn  encore  plus  exa£le;  Se  on  fera  enfuite  cette  pro* 

p(H:uon  3^0  :N.     :  :  c:  s=z  — • 

3^^  Si  on  fuppofe  que  le  rayon  r  =  i;  aulîeu  de 
la  proportion  R:r::X:  Xy  on  aura  celle-ci  R:  i::X::t^ 
don  l'on  tire  T  équation  X=zRMy  &  en  fubftituant  la 
valeur  de  R  prife  dans  les  tables  des  finus^  qui  eft  or« 
dinairement  1 0000000000.  ^ on  aura  X=:  1 0000000000  ir^ 

X 

j 0000000000 

que  le   rayon  des   tables  eft  i  ou  i«  0000000000  ^  on 
aura  9f=zX. 

4*  ^  Si  on  nomme  u  Y  angle  dont  la  mefure  eft  Tare 

«r 

s  pris  dans  le  cercle  au  rayon  r^  on  aura  »=:  --^ri»=::r 

Scfile  rayon  r==ziy  onaurai»=j.  Venons  prefentement 
aux  difTérens  Cas  de  la  diflërentielle  x'dx{a^bM^cM^r. 


Y 

3c  X  = =0.000000000  i.X;  &  fi  on  fuppofe 


XLV. 

/.  Cas  y  «"  Jm  (^-+-^«)"*.- 
i.^  Lorfque  ï  expofànt  ii=o,  ou  que  la  dififà'eatîeUe 

devient  </  »  (  a-*^  «  )  on  trouve  fon  intégrale  =  j-^  ^ 
quelque  nombre  que  (bit  l'expolânt  m;  excepté  le  cas 
de  m  —=  ■'  I  qui  donne  Tint^nde  y-  L*  (~j-"  } 
(  Art.  XL.  ) 


5^  Elemems  du  Calcui,  inte'gral 

3,*  En  £û(ànt  a~-i-bx=:f  on  aura  »=  r-^ff — »»), 


00  trouvera  T  intégrale  abfolument  ou  par  les  logarîth» 
mes  y  quelque  nombre  que  fbit  Y  expofânc  m  y  pourvu 
que  n  (bit  un  nombre   entier  pofîtif  (Art.  xxxviii.). 

IXxic  la  différentielle  nâK^a^^bn^^e^  intégrable  ablo- 
lument  ou  par  le?  tables  des  logarithmes^  lorfque  Tua  des 
deux  expofans  »  &  m  eft  un  nombre  entier  pofitif ^  ou 
Oy  quelque  foit  F  autre  expo&nt» 

XLVI. 

ll.CaSy  ndn^a^c^y. 
1.^  On  réduit  ce  z?  cas  au  premier  en  faiiànt  ^^==2;^ 

I  — i  n 

d'  ou  r  <m  tire  «=»   ^k=z1  %   *^»,ic^=:»   yx  dx=z 

n — t 

2.  "  Donc  k  diflfi^rentielle  «"//*(  4-+  c**  )*"  eft  inté^ 
grable  abfolument  ou  par  les  k^arithmes , .  lorfque  des 

deux  expofans  m  y  k  ' — .  T  un  dl  un  nombre  entier 

pofttif 


a 
n—t 
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pdltif  on  zéro  >    &  1'  aatre  un   nombre    quelconque 

(  Art.  XLV.  )  Or  '^  cft  un  nombre  entier  pofitif  ou 

zéro,  torfque  n  eft  un  des  nombres  impairs  i,  ^,  5, 
7,  py  &c 

3f    En  {uj^fànt  ij-vcat^/y  ou  4—»-fii'=r^, 

Zc  en  fi^ftituant  c  au  lieu  de  ^,  &  —  au  lieu  de  » 


dans  la  diflëreatielle — ^  Z**^/  (  /"^^  )'  00  trouve- 


zc  » 


XLVII. 

m 


III.  Cas.  H  d»  (bx'-^cxx)  • 
I  ?    Ce  3.*  Cas  fe   réduit  auffi  au  premier  en  ob- 

fervant  que ^ *  — f-c *  =*(*-»-r*),  &(^*-»-rx*) "* 


(^-j-c*)"*;  par   conrequent  «•i/»(^»H-r**)'"=«''"*""</« 


(i' -♦•<•«)  ,  D'où  Ton  conclut,  comme  dans  1'  Article 
XLV.,  que  la  difiTérentiellc  propofëe  eft  intégrable  abfo- 
lument  ou  par  les  lo^rithmes,  lorfque  1'  un  des  deux 
expofâns  w,  &  w-4-»,  eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 
sero,  &  l'autre  im  nombre  quelconque. 

H 
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2  f    £q  iàiiànt  lh'HM:=i/  ,  &  en  fubititiiaiit  b  au 
lieu  de  4,  jc  au  lieu  de  by  &  /»-h»  au  lieu  de  n  dans  la 

difF6-entieUe  -—y*  à  y  (/— ^  )* ,  on  aura    ■■    '   .-  /  *" 

iy  (^-^ )»-*-'"  —»•  an  (* A-4-f«*r. 

XLVIII. 

7K,  Cas.  •  i/w  (a'+bx-'H:i6x) 
Cette  différentielle  ^  lorf^ue  ii  rr  ^ ,  peut  toujours 
fe  réduire  aux  cas  precedeas,  quelque  foît  ï  expofant  m  y 

:=zc^dM  (•^-t-'^^^^f^J    lorfcjue  ^  eft  pofitif;    8c  dx 
(/M^9f — ^xx)'"=:p'"i/;*f-î-4-— — XX  J  ,  Or  en  feifànt 

j                     ^JT                        kk                 bx         a                      a          bb 
^ZZUtZ^XX^^^  ZZZZZ—^ ^XX-+-— ^ —*-—=% ZH y 

d%  (  %  ^"-♦■7  -^ ^  ,    qui  eft    une    différentielle    du 

fécond    cas ,    On    réduit    de    la    même    manière    la 
différentielle //«   {a-^bx—cxxy^  y    ou  c^  dx    X 

f   a  bit  \^  r  y  r  *r  ^* 

(j-H-^ — ^xx\     au  lecond  caS)  en  failanf  xx— 1- 


I.  Pautie,  Chaf.  II.  5p 


u  * 


«K^oux— — =«;  (Ton  l'on  tire  ^*=</«,x*< 


4fc  ** 

z«.  ^^  h*         a  iB  a      /r  i» 


C* 


jjf.  A  ^^ ««  V  dîffâ-entiele  du  2.^  Cas,  Si 

V,  f         4f  c  / 

£,— x=:«  on  aura  d  ii-=^'-'dtiy  ditT'  dw 


oa  fuppofe  - 

Nous  allons  donc  établir  les  Tlieoremes  fondamen- 
uux  pour  int^er  la  différentielle  »«*</»  C^-*'^«-H-c**)'* 
dans  les  deux  premiers  Cas» 

XLIX. 


(4-*.éjf);3:.*</«i(4-«-**y  =-—•  (4-f-*») 


» 


lit 


5**        '  .5** 


*» 


(4-4^irf 
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On  trouve  ces  intégrales  en  Êiifànt  a^-^bM^^iy^  5c 


en  fubfti tuant  dans  la  difTérentieUe  ^y ây {y — iï)*, 

b 

I  au  lieu  de  »,  &  —  i,  bu  -+  -,  ou—  -  au  lieu  de 

m.  &   on  démontre  aufli  le  Théorème  en  prenant   les 
difTérentielles  des  intégrales  propofées.  Par  exemple   la 

^Ê  n.   ^ 

difierentîelle  — r-  ^û  fai&nt  a  -4-  bx:=r^  &  »  =  i ,  &  ;» 
=— idaii5-^^^/"'i/^(/— -4)%  devient— '/^■"'^/(/'—itf) 

=:i</^— .^.ilj  dont  l'intégrale  eft^/— ^i.;'= 

ri^a-^bx)  —  ^L(tf— H^*).  Et  fi  on  prend  la  difFé- 

b  b 


rentielle  de   cette  intégrale ,  on   trouve   qu  elle  eft  ^ 

b 
,   j  a         hdt  dt  Mdt  adt  ^^btdM'^  adt 


• 


i»       M-*-h*  b  *(«H-A#)  *(4H-^«) 


■      ■   ^  « 


Corollaire.  On  trouve  de  la  même  manière  que 


dx 


^.  7:;^=T   i  (^-4-^»),    S".    dn{a^bHy=:^^ 
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1        _       w. 


Lt. 


THEOREME,   if     ^..(^J!^,j  =  T.'^    C^i^) 


1  I 


2?   S.iiî(.*H^»)*==2(i>H^ll)"«H.^'l.^'±Llj=^> 


T  1 

On  démontre  ce  Théorème  comme  le  précèdent,  en 
prenant  les  différentielles  de  parc  &  d'autre  du  figne 
=:^  &  en  fâifànt  a-+âP8=r^.  Car.  i.®  la  différentielle 


dx 


x{a^6x) 


en  faifant  a^+bx=zf  &  en  fubiHtuant  — -i  au 


lieu  de  m  &  de  »  dans  la  fomaule     ^\^^  y^dy  {y — af 

fe  change  en  pelleci    .  _J)="^"—  -  ■— -  j    dont  F  inté- 
graleefti.L.O-.)-.iX^:;=il,(^)=i.  L 


1 
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bnr=i»u  fe  change  en  — — -  —  %au-^  ^^__^ 


1 


3^^^w.lI^H.^>.dont  r  intégrale  eft    i«-+** 


t         * 


/*-»***  -»*\  ^  jj^  ^yj.  ^ue  _|.^  foit  une  quantité  po- 


Ctîve* 

If en  feifint  4-4-fi«=««« 


j.e  La  différentielle 


xO»-^«&»>* 


•.^.      -L-.* 


deviefit 


aiï_  -^  l! w^  •^--r*>  ^^^  ^  intégrale  efl 


-4-  £.(«— ^*  )  —  -T-  J^  C«-^'**  > 


'      L 


0 


r  ^*  • 


(îi::^^=i~I~l.f -"^^''*.  "^',)-  Cette  intégrale  fup- 
pofe  auflU  que  4-  eft  une  grandeur  pofitivc . 


L  Partie.  Ghap.  IL  4ij 

LU. 


THEOREME.  S — î^=— ,  s  étant  V  arc  d'un  cer- 

de  dont  la  tangente  cft  j»,  &  le  rayon.  \f  ^* 

Démonstration  .  Soit  (  fig.  7.  )  -^B  C  un  quart  de 

cercle  dont  le  rentre  eft  C,  le  rayon  Cjf=:\f^y  V  arc 

^Jlf=y,  la  tangente  AT=ztt,  MM'=^ds^  TT'^dn, 
£n  (ùppotànt  TU  perpendiculaire  fur  CT*^  les  trian- 
gles fehfclabks  CMMf  &  CTR  donnent  cette  propor- 
tion CT'.  CM  ou  CjI'.'.  TR:  MM',  &  les  triangles 
femblaUes  T'RT  &.  CAT  celleci  CT:CA::TT': 

TR  donc  par  compoGdon  de  xaifbns  on  aura  CT*: 

Ca''.'.TT':MM'.  Or  CT*=^^x)i,CA'^  7  » 


r  ^ 


M  ::  dnz  as  :=:    ■  ;    —  =:  — — >   &  •; 


XX 

dx 


A  -^  CXX 


lui- 


Corollaire  «  Si  on  fuppoic  que  le  rayon  du  cer- 
cle foit  1 ,  5  un  arc  ou  un  angle  u  pris  dans  ce  cercle  on 
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aura  y=ii=:5'. ,  «  étant  la   tangente    de   F  arc 


X  -4-XX 


S  OU  de  r angle   u.   Car   en  fuppofant  a=ziy  8c  c=zi 
gc  u:=^a  Tare  s  divisé   par   foa    rayon    i,   on   a   •^= 


dx  dt 


a'T'^XK  I  -^ffx 


LIV. 


THEOREME 


^       wdx  t    •     fa^cttx\  t     - 


—T—y 


Démonstration.    En  ruppofânt  x«=:/,  on  a 


2r      ^ 


dont   r  intégrale   eft    ^*  L  (  ;-—♦-/  ) 


n  ^  C'-^)=r/  (^0  =7  i  C^) 


C.^F.D. 


LV. 


/"*  V^T 


j«       I     A  *  V  <■    ^ 

THEOREME  .     S    -7 7-T==7   L  (  — / — =:   )• 

Demon* 


I.  Partie.   Chap.  II.  ^5 

Démonstration.  — := .Or 


jr  a  '  M a  M 


sedx 


X 


e  i 


5    ^*  ^    =  -^   5  — î— 1—    &  par  le  Théorème  prece- 


xix  I      .     V 


*^xdx 


a-^cxx     1  -,  «  I 


dent  S =-   L   -ï .doncS- 

€ 

.  par  confeqaent  5.  '     ^  L  m 


a  «f-  cxs 


LVI. 
Théorème,  i?  5".  «</j«(4-*-c»*)»"=-(/>-k»*)*'' 


i9if 


,'(yi-^xx-.) 


T'i'^iVî;-^""''')* — r 


8f*V  V    --*■«*—*  1  «f* 


it 


<i.-*.f*0»  e» 
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Démonstration  ,  La  première  &  la  féconde 
équation  fe  dsroontrent  facilement  en  prenant  les  diffé- 
rentielles de  part  &  d'  autre  du  figne  d'égalité. 

Pour  démontrer  la  3»  ,  &  la  4nie.    Nous  remar- 

.«Il 

querons  d  abord  que  (^a-k-cx*)*  =zc*  (  --+  **^*^=: 

L  * 

c  *  (/-+•**)  *  en  mettant  /  au  lieu  de  j  .  En  fuppo- 

fànt»*-h/=;»*-».2«x-+a!«,  ou  (/-»-x«)'^  = 

on  aura  ^  =  *,  x^*=  I^,  &  ^*=  -  d^ 

^^"^'^^^  Donc  la  4.^'  différentieUe ^^— = ^ 


«— h» 


%zz 


deviendra  — -i— </» ^Z^:^  y      *g «     «'e 


ï 
r 


dont   r  intégrale    eft î-  £.  z  = L.    l  . 


(V7- — ) 


1 


La  j.me  différentielle  dH(a~t-cx}cy  =zc*dx  (* 


**  )'  =  f  *"</«  (/"-H-x*)";  &  5".  dn  {a-^CMx) 


I 


t»  Sdxif^xxy.  Or    «/«(/-i-xx)»    =— ^« 


I.  Pautie 

.  Crap. 

II. 

Ox 

(^) 

=  — 

Jzif^zz)* 
4«' 

zfzzJz" 

-fdz 

T**^»- 

<7 


^J« 


^J 


i/jg ,  dont  r  int^rale  cft  —  7?  «  «  —  -^  /^^  •  «—♦-4  — 

'  ^  o  l'^  ^  ZZ 


% 


par  confeciuent  S*.^*(iï— *-c«*)*  ouc*  S*.  ^xf--*-x*  j* 


z%  L.«,  &  en  remettant  y  ^-♦-«x— x  au  lieu 


X 

7.C 


de  *  on  aura  S.ii;c(a^hCMx)  '* 


â  a 


Sff 


C.  j^  F.  A 


Lvir. 


THEOREME  .  S"  —rrr—rr  =—;:=:-  x  étant  un  arc 

y  a— ex»       Y*        . 

de  cercle,  dont  le  finus  eft  x,  &  le  rayon  y  ^  • 


^ 


^  ElEMENS   du  CAtCUL   INTEGRAL 

Démonstration  .  Soit  (xLms  la  m^me  fig.  7.  ) 
le  rayon  CA^yJt  ,  l'arc  5Af=f,  fonfmus^Af 
=* ,  MN=:  dxy  Ml Mzzzds;  on  aura  j^C=i/l_«x, 
&  a  caufe  des  triangles  femblables  Af'JViW  &  C^Af, 
Cj^:  CM::  MN:  MM',  ou   \/TZ7*:  \/ 


C.^F.D, 

LVIII. 

Corollaire  5".  =f,  ^  étant  un  arc 

\   l  —XX 

ou  un  angle  dont  le  iînus  eft  «,  &  le  rayon  du  cercle 
I.   car  en  Tubfli tuant   i    au   lieu   de  r,  Bc  de  a,  dans 

I  équations .  =  -— ^  ,elle  devient  5    .. 


î*'  V~i 


LIX- 


Théorème  .  L' intégrale  de  la  différcntieUe 


V- 


I»  1»^ 


cxx 


cft    ■■  ;  s  étant  un  arc  dont  le  cofinus  eft  x,  &  le 

V  " 


rayon   y  -     . 


I.  Partie.  Ghap,  IL  69 

Démonstration  .Soit  (  m^me  fig.  7.  )  CA^Xf  t  » 

BM-=zsy  M'M=zdsy  le  cofiaus  AtBM  ou  PM=zii, 
parceque  Vsrc  BM  croiflànt  &  devenant  s-\-ds^  (on  co- 
fînus  X  decroit  &  devient  X'^dity  on  aura  M'N~rr     Jm; 

&  a  cauiè  des  triangles  femblables  PC  [XAl-^a  j  : 
Cm[^  j    ^::   M'N('^dx):   M  M  (âs)^  ou 

y[*—çxti  '  y  »    '•  —a*:  as=z  ——___—  > par con* 


c«x 


fequent  -7== ,  ;  &  '  . =:S^.-. 

y«  y*— <#«'     y*  y,— 


^XS 


Corollaire.  5".        =:^,  5  étant    un   arc 

Y  I — xt 

eu  un  angle  dont  le  cofinus  eft  x,  &  le  rayon  du  cer- 
cle =1;  puifque     ,.  =  ■  .  ^  en  fuppoiant 

c=za=.iy  &  par  confec^uent  \f  ^  =  ï» 

LXL 
THEOREME.  S".  ---^ r=^L}LL^;s  ctaut  un 

arc  de  cercle ^  dont  la  fecante  eft  «p ,  &  le  rayon  \/  t 
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Démonstration  .  Soit  (  même  fig.  7.  )  l' arc  A  M 
■s^Sy  lafecante  CT=:m,  RT'  =dM  h  tangente  AT 

=  ^««— i  ,  MMf:^ds.  les  triangles  femblables 
C  M  W  &  C  TR  donnent  cette  proportion  ,  C  M 
[^1  y,  CT(m)  ::MM'(ds):  TR='j^  ;& 

V    ff 

les  triangles  femblables  TfRT  8c  TAC  donnent  celle-ci 
T' R  {dx);   ou  -^   :  ^LlllZll'.:-—^  :^cxx—»  '' 


/ 


S 


V 


»di'.    dx.  donc   dn  ^    -:=  ^  z=i  ds  (xV^TT:^  ) 


m^exx-a  »  \y/ exx- 

C.  J^  F.  I>. 


LXII. 


Corollaire  .  S.  "         =  y,  arc  de  cercle 

X  Y   X* I 

dont  la  fecante  eft  *,  &  le  rayon  i.  on  le  prouve  en 
lâifant  ^^sçssi,  par  confequent  \/-=:i. 


I.  Partie.  Chap.  IL  71 

LXIII. 

Théorème.  S.  —  =  — -r=.    .  L. 


(y  a^cxx — V^     N 
ya-^cxx-^y    a     ^ 


ix  x4x 

Démonstration  • 


xJx 


•   ^^^H 


?   "Vf 


1 .  or  en  fuppofànt  -  =  j^ 


XM 


&jf-+-»x*  z=f  ~^z  ou  «=  Vjf-*-K«»  — /on  tro 


uvej^-4-**  =  ff-^if»  -+•«  «,    ««=  ifx'-^z  a, 


iid»=idx(J''^%)y 


X 


H»  Jz  (,  f-^z)  kJm 


àz  */  «  / 


a/z  -»•«« 


-^  ,   dont  l'intégrale  eft 

j.Lz^-^  i.  («-+-2/)  =77".  -î-CT^ri/) 


*/ 


l     _         —  I    par  coufequeot    — r-    o . 


-"  '      i. 


V7— Vf 


T»^ 


Yt*"    •^''  V-, — Vv  •'^' 
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l(   f'"'^^^ir=.}    a  caufe    de  /=  y  7        de 


-.H-x,  —  y-      _  ,    &    de 


V 


LXIV; 


THEOREME.      S,  —  . •    ^ 


dx  ^^__  I 

Démonstration  ♦     S   — >  —     -;-     S 

xy  a—cxM 

»  "^^         .  En fuppofant   1  =  j^ on  aura         *        *" 


Yv-"  '         Y  H- 


ds 


XX 


.    . qu'il  faut  intégrer.  Soît  y  f—Mg  =  /  — ^  , 

jr_^x=jf — 2/«-*.««,    &  — 

2/"»— h«î8,  «x=:  a/a  —  «»,  xdx=:fd%  —  z</«, 

xdx  ■  ^*  f^^  —  ^/^^  àt  fdz  —  zdz 


I.  Partie.  Chap.  IL  73 

—  ■  comme  on    le     voit 


ifz  —  zz  tf — z 

par  la    reduélion    au    même    dénominateur  ;    donc   5*. 

«  —r-  S.  — >  =  m  L 


VF"  Y'    Vî-v^J 


C.  ^  F.  D, 


LXV. 


I  t 


Theoueme.  s  —j-^a^^cM*)*    =   (^a-Y-cx') 

-        ï.  I 

rh*')*=r*5'.ï^ (/-».»«;%  en  fuppoTant  -;  =  jf , 

K 


Démonstration. (^-^-c^*)*  =  c  * -il 
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&  \/t=::f.  or  fi  on  fait(jf'-l-x*)*=/-i-x  on  aura 

,  f.  ^       »d*       dz(f-*-z)       xd.K   //r    .         \r       dz{f-*z) 

:,,   dont  Y  intégrale  «ft  i— *•-  fLz /L.(z 

1  T 

^-   V  -^  '-:H  7  V    "T    -^    ^ — —- " 1  donc 


C.  ^  F.  D. 


a 


r.  Partie.  -Cha».  II.  y^ 

LXYL 
Froëlemë,  Trouver  Us  Intégrales  de  la  différen- 
tielle: **  d»  (a—*c»xf^  dans  tous  les  cas;  de  »  =o  » 


• 


Preparation^  .  4— rii«=^(^--x«);  (rf-***)" 


m  ,  a  \W 


(-—»*);&  en:  fàifant -^  =/ ,  ou/i=  V/":: , 

(^— c«x)     =c     if-^xx)  .  Si  on  fuppofe /—*«=- 
# — 2/«-4-««   on  aura  (/'—«*)'»=/ — «,«=/-» 


I 


'^'^y     -i*^  {f—'Z)dz 

i.»"  Casy  en  fuppoiànt  »=o,.  &  »»=r— ^i,  la  dif- 

férenticlTe    fera      -11-  =  -f ^  ifl ^  ^^ 

cTontl'intéoraleeft  j^.  i;..  (f^:ç)^  JLl(J^x)  = 

2.*  Cas*,  »==r{y,.  w==:-yOu/»(/^--<'xx)*  =rc''</*X 
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(J^nnf ,  dont  rint^gralc  eft  t!^  -i-  Û  (ff-^Mnf 

ss  -••   -*  (4— «f «»»)•;    ^  -  étant  le  rayon 

du  cercle,  &  ;  im  arc  de  ce  cercle  &  «  le  finus  de  s. 
Car .  Soit  (fig>8.)  AC  B  un  quart  de  cercle ,  dont  le  ra- 
yon CA:=f=:i  i/*^  ,  Bitf=:f,M^=*  =  CP, 

m  _  _  ^^^_ 

C BMP ^=^S .  à n 'JT^x  =  CBM-t-CMP  =  — 


^^^— xxi  par  coafequcut  c^dK{ff-^x9Q) 


X 

c  fs 


f 


2  ^    '^ 


^ 


I 


C.J^F.D. 

3*  Cas,  »=»,w=--p  ou- '- ,=-^ 

f  étant  un  arc  de  cercfe,  dont  le  finus  eft*&  le  rayon 
/qu'Y  i  ,  (Art.LVli.)« 


L  Paatiï.   Chap.  ir.  77 

4e  Cas,  »==:j, »!==-. i; ou  •^î^;    Suppofons 


xxz=zzy  Md:$^=z   1  i/x  ,    par    coniêquent 


M CXM 

9dM 

e  XX 


i^  ,  dont  r  intégrale  eft—  —  L  f- —  «^ 


t 
5Î  Cas.  »=:i,i»  =:i  ,  ou  *</#(*— rx»)*  =3 


j „..w— .-iRp— * '^%w  my     v^    I»      «VI 

1  - 

1 


I 


f*  »  i/as,  dont  r  intégrale  eft  — .-  c»  «^  =— .  L 

i  5 


V(7-")' 


<^!    Cas.  »  =  I .  a.  = --,  i  ^„  _*^ 


I,  *»  =  —  — ,  on 


c 


'  1 


1 


■  1 


1  j 

7-««>    en    Éûiànt 


*» 


/ — ***  =*>  donc    5*»     *  *         =;— ~g 


1 


y^  £L£M£MS  du  TZALCUI.  INTE'GRAL 


(#-"''') 


(tf — ex»)*  •• 


a 

^x 


'  J 


dit  f» 


7»  Càs.»=--- 1)»«— '^i>0tt»(^4.-cx»)        *(7— ««  ) 


I      .        .  .  T  , 


^*  = \-^tZ-^-i .   Donc    S  . 


X  X— 7=:  •«-• :: 


|-  </«■ 


8«  Cas.  »  =  —  I,  w=— -,.  OB'                 2  — 
!_«/<  r —      /. 

{Art..  LXiv.)- 


r 


pe^  Cas  »  =—!,»»=  ^,  ou   -;p  (<* — c«k)' 


I.  Partie;   CHAPi  II.    .  7^. 

— a</«=:«rf«, =  —  ==-  ■  ^    ^^  » —  Ur"^"; 


^^zUk ^T  .         /r*M? 


_       _c*ii»-^iî.t^,  <dbnt  r  intégrale  oft-  c' a 

LXVII. 
Problème.  Trouver  les. intégrales,  de  la  différen- 


tielle it'dx  (ex'— a)  dans  le  Cas  du  Problème  prece^ 
dent  ^ 


Préparation  (  çxx'-'/t)  =:c  (xm  — -  -);c 


(** — -)'"  =  (cxK — <»)"*5  &  en  faifànt  —  ss  j^,  ou 
/=  V/J'iCc^fx— rff  =  f'"(**— /)'"•  Enfaifant 


XX 


— •jffzix.ji- — 2  ««(—*-»«)  on  aura-(-»^«  — jf  ) *  ==* 
«;  aj=î  *— '  >/ **-r-ff  ;  — j^  es  —  2SJX— »-«î5;  » 


So  Elément  du  Calcul  imte'gral 


i«^     Cas  »=:o^ni"='  ■  i^oa 


cxx-^a  xar— / 


a  /  c  •/ c 


j  *  dont  r  iotégrak  eft-rr-I,  (»•—/) 


'^"  (.^VT) 


T 


ht  z 

tdn  Ç9i9$-^ffy  ;  en  fuppofant   (  *if — ^jf)*  :=::( — Zy 
QU%=:P9-^V^^^^^y  on  aura  rf;c=  "Il^l^^îzfî}  & 


2«% 


à.(K.^ff)^  ==-.111^— >*  -  -^*'''      i^'^' 


4*'  4«» 


*— ^  dont  l'intégrale   eft    £l.-+.ijf  L  » -,    *' 

^  o  21. 


8  a." 

Et    r  intégïale     cherchée   S,  ç*  dn  (mx  —  jf)^ 


8 


e 


i{x-yfxx-jF)* 


{c*ffi.(^^^77Z:ff)^S^(x 


V  «*-#')*>  <îans  la  quelle  jf  =7  ^ 


I.  Partie  .  Chap.  IL  8i 

2e    Cas.  »  =  (?,    IW=—  ^.ou == 

1 

— -;  en  fuppo&ut  (  »«—//)*=:*—«,  on  au- 

ta  </«=—  ^^^^^-'^>  3c ^^^ —  =— i^ »  <lo°t 

&rintégrale  cherchée  fera ^j::zl  if  »  —  v  ^ 


T 


45  Cas-  «=15  w=:— rijOu 


1  1 

dz,  — "J* 

ji  1 


»r» 


(.-/jO  =-i-i(„_/^=_^i(^£iîr-') 


ar*  atf» 


s;  Cas.  ^=11)  ^=:  -  ,  ou  x^x(cxx— tf)* 


1 


•j^«(f  «— 4)*enfailant  ^xrrsx.or  5*-  ^%(c«— /?)* 


f  1 

• 


^ 
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9ê  ^  ^ 

6f   Cas.  w=:ï,  »»=£.^i.ott -;  = 


tégrale    eft   -~^  («-//)'    =  "Ff  (**-//^* 


t  i 


^  —   — iî —  en  faifant  xx  =  %:  or  -r jr- 


— <»  dz  —  dz 

ff  ff 


jdont  l'intégrale   eft-^Z,(« — ff) 


^-ff  ^      ?      '^  °  ff 


1-ds 


-_   L%=^  -TT^' '   ^O^C   ^  "7 ^    = 

ff  fi  Z  9^{cxx  —  a)  zc 


XX  %ç  \       çxx        J 


X 

dx 


8*Cas.  »= — i,w=»^,ou  ^  (cpcx — a)'  = 
^*  fil  ,(xx-^ff)~*,   Enfaifant  (  xie-ffY  =  »    on 


L  Partie.  Chap-  IL  83 


aura  Jifx — ff=zuUy  9cd^,=;;:uJH^ 


tdx  dx  ud 


H 


t  II 


**  *  UH-^/f^ 


*  ,. 


C      (»X ff) -Tr  ^  ^^ 7-.>  ^^^^ 


du  -  ^^        r» 


c^a 


r  intégrale  eft  c^u — c*  ff  S  —^ — j-^y  or  c*ff=  — 

a  ^      ^         du  ^       du  tdu  «      „  •       , 

^-T:=r  >  &  ^ r:==^ =^ &  r  mi- 

grale  de    — - —  ,  eft  -^  ^  x  étant   un  arc  de  cercle, 

^  cuu~^a  ^  a    ^  y 

dont  la  tangente  eft  Uy8c  le  rayon  y  ^y  ou  f  ( Art^ 
Lii);   donc    S  77=c*  S- =  ^.Scc^ff 

^  ^  uu  ^¥ij  cuu  ~^  a  a  ^  ^  ^ 

m 

du  ^  du  f  gm 

S^ -rr  =  "T^T.  S' 7,=^^\fc:  parconfequent 

I 

r  intégrale  de  la  différentielle  propofée  fera  ,  r  •  (  ^  ^ 
-^ffY  —  7pf  =  {<^^^ — àY  —  sy/c  y  s  étant 
un  arc  de  cercle ,  dont  le  rayon  eft:  y   7  ,  &  la  tan- 

\/ — ~'  * 

gcnte    y  ««— ^  • 

y  Jx 

9%   Cas.  »=r— »r,w=:— ^  -,    ou  


2'  « 


ir  (rxaf*— i»)* 


84         Elemeks  du  Calcul  int^'gbal 

dont  r  intégrale  eft    ■     ^  ^  t  étant  un  arc  de  cercle  ^ 

dont  la  fecante  eft  x,  &  le  rayon   y  ^  (lxi.). 

LXVIIL 
Problème  .  Trouver  les  intégrales  des  différentiel- 


les  iPdn   (   bH^cxPi)"^^   ndx{bK^cxxy,   &  n 

d  9c  (exx-^bx)'^  y  dans   les  cas  des  problèmes  precedens 
par  rapport  aux  expofans  n  8cj  m. 

Pour  là  i  ^f  DirFE*RENTi£i.LC  X  dx  (^  bx^^cxx  )    t 

P]Et.EPARATlON.    hx~yçxx=C  (—.-+■«»«),   (  ^  * 

ç 

I 

cxx  )    =  c    ('^H-xAi}    =;r    {ibX'-^xx)    en 
fuppofant   -^  =  z^.    Et  fi  on  fait  xx-^zJ^x-^bA^^: 


%%y  ou  X— ♦-)&=2:,  on  aura  xx^^ibx=^%%—^h h^  d^ 
{%bx^xx)'^z=.é^  {x%--bby  ,  x^'dx^bx^cxxy 
=  c^dz{z  —  bf  X  (î5« — i&/&  )*".  Enfuppofant(*x-4- 


&  2i&x— -2  «x^=:«i*.  If  =  —, ,   d'  ou    r  on    tire 

2  iu  -^  uu        ,  tiuJu  nudu  *         du 


X-+-» 


rfX=— "7 

—  2#«    ^  a(^6 — m) 


*  —  r77 Tv»  > 


2A—  2#l     '  »(*—«)•  2(A  — «) 


-—;-; •  on  peut  aufli  aulieu  jde  b  x  -^  c  x  ecnre 


I.  Partie.  Ghàp.  IL  85 


jM(b-¥e3t)'^  =r  «*  dti(hii^cM*)'"  ,  on  réduit  par  \i 
la  di£G^reQtielle  propofée  au  (ècond  cas,  ou  au  premier; 
dans  lesquels  Nous  avons  trouvé  les  int^jrales  fonda- 
mentales. 

1  «f  Cas.  g=s;g,wr-:  ■  1 1 ,  ou  v  ■    '■«  =  — '      ■■■  ^ 

C 

=^  f  L  \~zri )  P^  le   ï  'J Cas  du  problème   précè- 


dent. 


2*  Cas.  »=:o,w=i-,  ou  J«  (^«-♦•f  j«j»y  = 

t  I 

^Jz(zx — 61b y  ,  dont  on  trouve  T  intégrale    par  le 


t 


2t  Cas.  de  r  Art.  LXVii.= ,  -*--  c*  èi^ 

x(«  — Vz«  -^/&)  *-  g-c'  («— V»»--*^)*,  dans 
la  quelle  ,6=  i, ,  &  «  =:*-*.^, 


3t  Cas.»=:ojW 


* 

-      '       J^- 

I                     ^K 

'    OU  ■■"          - 

s 

(««-Ai*)» 

85  Eelsmens  du  Calcul  inte'gral 

dont  r intégrale  cft jz^  L(% — ^ %z.—^bb)  par 

le  3«  Cas  de  F  Art.  Lxvii. 

4*  Cas..«=r,w=-^i.ou  7 î=: ^ 


c 


,doat  r  intégrale  eft  -i  X*  -j-  -rhJiP^r-ï  JL  T  -^  J  . 

I 
5^  Cas»  »=zi  jW=2-'5  ou  w^ar  (  A>—l-rxj»  )*:;;;; 

r  I  r  r 

c^J^dz(  %.%^^h  h  )*.  or  5*.  c*zdzr(7^% — bB)''  =  ^ 
r*(%%; — ;&^)*  parle  5«  Cas  de  rArt.LXVii.,  &  S". — 


r 


*' 


(  par  le  2t  Cas  du  même  art*  );  donc  en  aujoutantîr 
ces:  deux  intégrales,  &  en:  fubftîtuant  au  lieu  de  %  & 
de    6    leurs    valeurs  y    oa    aura:    l'intégrale    S^xdx 

■  * 

w 


I.  PARtiÉ.  Cmap.  il 
d*  Cas.  «=i,  *»=<—-,  où    f  *^f  1     :^_1 


87 


or 


(ij./*)  i 


-•  L  («  —  ^ %x.-*-bb)  par  le  5f^ 


(sj(  — -i-6)»  j^» 


&  le  3  e  Cas  d€  l'art  txvii.,  donc  S. 


*i* 


I 


(f«*  H-^* 


;       »  I     » 


(«X— ii;'-+.— L.  I,  {x-^sf  ^%-,hb). 


xc* 


7e  Cas.  »==~i,m=-^I,  ou 


«(«^H-x)—         ;n; — ^Tm'  ^^^^^^^  ^^ 

le  voit  en  reduifant   ces  fraaions   en  même  denomina- 
tion.  or  ces  fraaions  font  =  -^.  l5 î_.  ^  ^ 

iic      XX  J^hhc        X 

TbTcT^Th'»  *^^°^  l'intégrale  eft-*— ^- i--.  X *-* 
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I  ^    /   «  H-  2  A 


8t  Cas.  »=— -i^w=-,  ou— •  (^x-4»fx;»)* 
f* — {^bsi^^H^Y^  En  fuppofant  (xx-t*z^*)*  =  x 


y,  ou  (««-HrXifx)*— x=:zi^,   OÙ  trouvc  H 


2iS— 2M    ^ 


.,  %hudu'^^U'êi(lêi^    dit        zAdm-^^ud»    dit  ,  /      \  * 

X   ^  ^  X  h  —  té 

dw^-i y  donc  r intégrale  eft  «-+•«-— Mr.(ii  —  tfi) 


(^«•-♦•x/5^)*— i&L(^-+^J<— V»«^-Hrx^*),    qui 


f 


étant  multipliée  pâx  r*  lèra  T  intégrale  cherchée  r 
^«    Cas*  »=— i^»i=i— -,  OU 


dans 


f 

cèdent  x-m<=:(i/5^-h^**)%  on  aura^=: — — -> 

ic  ■  — ! —  =c— — ^=:^>  dont  Tintégrale  eft 


I.  Partie.  Chap.  IL  gp 


u 

avoir  V  iatésmle  cherchée  • 


;- ,  qu  il  faut  di vifer  par  c  *  pour 


La   DIFFERENTIELLE     X' J X  (c  X  X'^  h  x)*" 

Ou  <^x'*Jx(xx—ïhx)'"y 
Peut  s*  intégrer  dans   tous  los  cas  a  peu  prcs  com- 


me   la   précédente,    &    en    fuppo&nt    (xx — lèx)* 
=*— »,  ou  «{ — h=:»3cxx — zJbx=Z7iz. — ié^.  Dans 

la  première  fuppcrfitîon   on   aura  *= — ^ x — *==: 

2U—%S  > 

fuppofition  on  a**  dx{xx^zbxy*-=.dx  {x-^b)"  . 

I»  Cas.  n=zo,m=i — i,  ou   x''dx{xx — ihx) 
=,T=Tr,=  »*(»-* A) "TT,'  "^^^^  l'intégrale  eft^^. 


I9f 


i 


I 
2«     Cas.»  =  a,  wrs-^,  OU  «^/«(x*  — 2/é*)' 


I 


dz(^zz — bb)^  dont  on  a  déjà  trouvé  l'intégrale. 

M 


po  Elemeks  du  Calcul  intégral 

On  a  aufli  dti(nx — 2 ,&*)•= ■ — r — •,quoa 

intégre  facilement  en  fuppofànt  u  —•  h  =/ ,  d'.  ou  ï  on 
tire  la  différentieUe  _^Jli*-^^)- 


4>» 


3«    Cas.  ;i  =:  a,  w  ==  — -,  ou ;- 


r>  dont  rintégrale  cft  — ^X(»— ^jft). 


4«    Cas.  »=:i,w=:— i^  ou r-= ;- 

dont  rintégrale  eft  L(x— 2^). 

I 

5*^    Cas.  »r=i,w  =  -,  ou  x  d  x  {xx-^ibx^^ 

On  trouve  T  intégrale  de  ^%(%-H->&).(%«  —  ;&i$)* 
comme  dans  le  5  ^  cas  ci  deflus ,  &  T  autre  intégrale 
en  faifànt  u  —  )&=/. 

d^    Cas •ii=:i,m=:  —  -^   ou 


f 

(xx— 2i6x)* 

,  quon  intégre  en  faifànt  u-^^b=zy. 

7t    Cas.  »=z— !,»!=—- 1, ou 


x.(  XX —  zhx  ) 


L  Partie.  Chapw  IL                    ^i 
. — —  —  — r-r-  —  —: —  )  dont  l'intégrale  eft L 


bx 


8«    Cas*»=— I,  w=-j,  ou  — •  (xx — li&x)* 
_.  ~^^   ^ qu on  intégre  en  fuppofant »  —  i5  =  y . 

^\    OiS.n=: — I,W  =  —  ^y  ou ;•  = 

Pour  la  DirrE'REMTiiiLi  x»  rf^  (^«T  — Tflf  x)»»^ 


^  dont  r  intégrale  eft  -  • 


XX  r* 


Ouc'"»''  d9e(2  6x — xx)^ 
Si    on    fuppofe  X  —  b=iZy  ou  xx — ibx^bb 

%,    on    aursi  d x  =  d  z^  8c  x*^x(2i&x— xx)'"=: 


i^    Cas*  »=:o,  1»=;— 1%  ou  — ; —  =— r" 

— -— Jî — - ,   dont  r  intégrale  eft  -^  L  (  — i^ — J  • 


I 


2t   Os*ii=:o,m=:-j  OU  Jx(2)&ir  —  X9cy  =^d% 


(i& i&—  %  %) *  déjà  intégrée • 
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3*  Cas.»=:o,iw=:— .-  ou -^ 7 

intégrée  * 

*d»  dx 


A«  eas.»=i,»»=:— i,ou-r^^^^ — =-f^^  dont 

'T  »     ^""^  '  '  ttx--*X  *9' — : 


ï  intégrale  eft— £(2^6— «). 

5«    Cas.  »=  iym=Z'^y  OM  xdx(2i^9c—'$çxy 


I 


I 
(^^— -as»)*,  quon  a  déjà  intégrée. 

^tf  ^v    MV 

tf •    Cas •  »=:  I,  w=:— ->  ou -7  =5 


#■■  ^  ^    .  -i ' —  aufli  intégrée . 

I  ^ 

7%   Cas.;j=— i,w=— I,  ou -7-7 ;=-n- 

-^— r^ — ' — rr;— I rident  Tintégrale  eft-^r-I'f-r"  j 


I 


zhx 


_.        ^  I  dxixhx — **)* 

%\   Cas.  »  =—  i.wr=:--,ou 


2.  Partie.  Chap.  II.  Pj 

— 7=  ,  ■—  ,    intégrée  ci 

«(*Ax— *»)*  (litjf  — »«)*  (»-&*  —  ««)' 

deffus. 

P«   Cas.  »=— i,OT=— -i  ou^ ^,dont 


r  intégrale  eft  —  ^-^ —  comme  oa  peut  le  voir  eft 


prenant  la  différentielle. 


LXIX; 


Problème.  Trouver  les   intégrales  des  différen- 


tielles x"<i«(tf-i-è«-*-c»«)'",  &  x'dx^a-^bK—CMxy* 
dans  les   cas  des  problèmes  precedens  par  rapport  aux 
expoiâns  m,  &  /r. 

1^    La    différentielle    ««''</*(  4-+**-+ ex* )*"== 


«*«*  J«  r  ^-+2i^*-*-««V  ,  en  mettant  2  h  aulieu  dé 

-;  &  en  fuppofant  i»-4--é= «elle  devient  «*</«(«— /J)" 

^z» — ^^H-^j  qu'on  intégre  par  les  problèmes  pré- 
cédons lorfque  »  eft  zéro,  ou  1,  &  que  1»  eft  —  r  ou 
:±  ^  ;  puifque  n  étant  =  0 ,  la  différentielle    eft    i"d  % 
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f««  — i6-é-+-j  ,  &  que  »  étant  =  i,  elle  eft  c^i% 


Mais  lorfque  »=— i^  cette  différentielle   devient 


s 


—  « 


;  dont  on  trouve  facilement  l' in- 


tégrale dans  la  fuppo&tîon  de  1»=— •i^  puîf^u alors  (l 
Ton   fait  /=s  — •  iJ  i&  -*-  4  <>^  *  r — rr-r tt  == 


mmmm 


if^hh).(^Z'^h)       (^f^èBf.izz-^-n       U'^hh).{zz^n^ 

dont  on  intégre  tous  les  termes  par  les  problèmes  pre- 
cedens  • 

Quand  n  étant  =— i,  iwr=:H:-,   on    fuppofera 


1 

f^uu 

U 

2  H 


(%%-4-/)  =«-4-1^,  ce  qui  donnera  «=: ,  « 


f~^HU  f  /•."»  y  f^^^hU'^UH 


w^i^mttm 


%U  ^  "^   '      '  %H 


I 
% 


duif-^um)        dz  dnif-^êtu)        dzÇzz-^f) 

2MII  '    2^-A  U^f^zbU'^UH)^  2  — A 


2ii«(/— lit»  — ««)  J!,  /— zAk  — «!• 

Cette  dernière  différentielle  s' intégre  par  les  problè- 
mes precedens   (Art  xlviil)   f  autre  différentielle  — 


I.  Partie.  Chap.  II.  P5 

»»*(/■— a  A*— *«)        XMuÇuM-t-zhH'-f')         *mu(^iih -^  léu—f) 


S"  intégre  auffi  par  parties  :    Car  ,^;^!J,L_y)  =  \ 

j  ft.^ ,     **^*       ^  — '. .  différeûtielle  dont  chaque 

terme  sméffe  feparament  par  les  problèmes  precedeos^ 
^«^^''«^  ^"^  ..i^Iw*  ^^  °'  refteque^^^^^/^;^^_^^ 

de  la  même  manière. 

2»   La  différemielle  a" dx{it^b»^cx»f=.c^it''d»t, 

^-_i.2<éx — xx\"  y  en  mettant    2i&   au    lieu    de  -; 

&  en  fuppofànt    x — b^=.%y  devient  <^d%{%-^hY* 
lt^^.hb  —  zîsV  dont  on  trouve  T  int^;raie  4:omme 


ci  de  (Tus   lorfque  n  eft   zéro  ou    i,   &  w=— i, 


ou 


»»  =  ::+-.  Mais  lorfque  »= — i,  la  différentielle  de- 

vient — ; qu'on    intégre  aufli  comme 

au  num.  i»   quand  »»=— i;  &  toElquew  =  li->  on 
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réduit  y  "^-H-i^ié — zz  en  quantité  ratknielle)  en  lïip- 
polànt  que  ^  ^--^bB  eft  une  quantité  pofitive  z=zrr  par- 
ce  qu  autrement  y  ^  — t-^  b^^  %  feroit  imaginaire ,   &  en 


&i£mt  Vrr— ««=:r'— «»  cTou  Ton  tire  % 


tfu 


»u^  I 


■  5c     '  ■  ■    ■■:r:r 

qu'on  intégre  par  les  problèmes  precedens  (Art.XLViii^)r 


La  différentielle --^^-^"Y"  ^^^  multipliant  ion  numera- 
teur  &  fon  dénominateur  par  S  tr — 7^%  fe  change  en 
celle  Cl  — — ■        =:i      ■     ■■  — ^ 


zzdz  19  •      ^       11  rr^z 

>      ■■  ■ j   or  1  intégrale  du  terme       '■ 

vient  d'être  trouvée  »  &  celle  du  terme  ^^  ■    ■     ^   ^    ■■   ^ 

(2H-iJ).rrf-««)* 

{è  trouve  par  les  problèmes  precedens  en  fuppofànt  %'-^k 


L  Partie.  Chap.  IL  p'^ 

:y 5  ce  qui  doone < ^  = ^^^      '     . 

fdjf  *hdy  ièJji 


LXX, 

THEOREME*  La  différeodelle  »  J»(tf-i-^» 


^*  ^  y  que  nous  avons  propofée  au  commencement  de 
ce  chapitre,  peut  toujours  S'intégrer  abfolument  ou  par 
les  tables  des  logarithmes  &   des  iînus  y  lorique   ï  ex* 

pofànt  m  étant  — •  i ,  ou  r±  -^  ,  T  expofant  ^  cft  •—  i , 
ou ^ ^  I ,  ou  2p^i;  quelles  que  ibient  les  conftaa- 
tes   aybyCy    pourvu   que   dans    le    cas   de   m==±^> 


la  quantité  i^-+ ^2  '^cz^^  ne  foit  point  négative. 

Démonstration  .  lâ  différentielle  %  dz  (a-i-ir  z 

■  — -I 
c  x^^y  fe  xt^xàx  (  Art.  XLii.  )  a  celleci  -  «   ^  dn 

(4-+^;,-+.r«»)'"  =  JL  it  dm{a^hx'¥cn*y'  en  fuppo- 
faut  %  =^1  &      ■-  >--x  t=  »;  or  nous  avons  démontré 

en  detaU  dans  tout  ce  chapitre  que  la  différentielle  *V* 

(tf-t-^jf— l-c**)"  peut  toujours    s'intégrer  abfolument 

N 


o8  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

ou  par  les  tables  des  Ic^arithmes  &  des  fmus,  lorique 

il'expolàat  m  étant  — -i  ou  H;^  ,  l'autre  expofant  », 


ou  llîli. ,- 1 ,  eft  =0,  ou  zt  j  ;  &  en  fai&nt?^  •-  ' 

53  0,  &  en  fuite  s:^  "^  i ,  on  trouve  .y  a  /►  --^  i ,  ^  c 
2  6—1,  ^=—1.  donc  &c.  C.  ^  F,  D. 

Remarque.  Les   différentielles  »*^»(<ï m-* «'')'", 

fent    aux    différentielles    re{peflives    )i'd»{a-+bM)'"^ 
n  dx  {â-^cnnf  ,  &  /</«  ^lut'+cxx)'"  en  fuppofant 

Or  Nous  avons  démontré  (  Art.  XLV.  )  que  la  dif- 
férentielle ti'dffÇa  -^-b  M  y  peut  toujours  s' intégrer  ab- 
foluraent  ou  par  les  logarithmes ,  lorfque  1'  un  des  deux 
expofans  w  ou  »  eft  un  nombre   entier  pofitif  ou  zéro, 

donc  la  différentielle  «*</«(/* -h  ^a^)'"  pourra  s  intégrer 

de  la  même  manière,  lorfque  1— .  — i  fera  un  nombre 

entier  pofitif  ou  zéro,  ou  lorfque   ^=^  — i,  ou  que 

V^  fera  un  nombre  entier  pofitif. 

Nous  avons  auffi    démontré  (  Art.  XLVi.  )  que  la 
différentielle  »dit{a-^cis*y*  eft  intégrable  abfolument 


I.  Partie.  Chap.  IL  pp 

ou  par   les   logarithmes  ,    lorfque  ^^^^  eft  un  nombre 


entier  pofitif  ou  zéro:  donc  la  difTéreutielle  7? d%{^ 
c%^y^  fera  intégrable  de  la   même   manière ,  lorfque 
^'^^'^'^f  {çfa  mi  nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  c'  eft 

a  dire  quand  on  aura  f  =3  2^—1,  ou  Xlî—   égal  a  un 

nombre  entier  pofitif. 

En  fin  (par  l'Art.  XLVII.  )  la  différentielle  9?dn 
(^;i-+rxflf  )'"peut  s'intégrer  abfolument  ou  par  logarith- 


mes, quand  ot-+»,  ou  m  — i-l— —  i,  eft  un  nom- 
bre entier  pofitif  ou  zéro  :  donc  dans  ce  Qis  la  différentiel- 


le "3^ d%{h^-¥c%^^  pourra  auffi  être  intégrée  de  la 
même  manière . 

Ce  cliapitre  &  le  fuivant  datis  le  quel  nous  traîtteroni 
du  calcul  différentiel  &  intégral  trigonometrique ,  (ont 
une  préparation  a  b  refolution  des  équations  différent 
tielles  rationelles. 
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wmm 


CHAPITRE    II  Ia 

De  V  intégration  dfs  Diffénntiellgt  Trij^onometriques  ^ 

eu  exprimées  par  les  Sinus  ^  Cojinusy  Tangentes  ^ 

Sécantes  i^  Cotangentes^  Cojtcantesy  Sinus 

verjes^  &  par  leurs  Logarithmes. 


LXXI. 


N 


ous  fuppoferons  dans  tout  ce  Chapitre  que  u 
reprefente  ua  arc  de  cercle  y  ou  un  angle  mefuré  par  cet 
arc  ;  &  que  'w  eft  la  demie  circonférence  du  même  cer* 
de  y  dont  le  raïon  (bit  ï  unité .  Nous  defignerons  les  Si- 
nus y  Cofmus,  Tangentes  )  Cotangentes,  Cofecantes,  Si- 
nus verfes  y  par  les  premières  lettres  de  ces  noms ,  ou  par 
Sin.,Cos.,  Taiig.^  Cot.,Cos.,Sin.ver.;  &  lorsque  ces  expreflions 
feront  feules  y  elles  fignifieront  toujours  les  Sinus  y  les  Co- 
fmus  y  les  Tangentes  &c.  du  même  arc  ou  du  même  an- 
gle y  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  Y  unité  ;  mais 
lorfqu  elles  feront  fuivies  d'  une  autre  lettre  y  comme  Sin. 
Uy  Cos.  Uy  Tang.  u  8cc.y  ou  Sin.  %,  Cot.  /.  &c.  chacune 
de  ces  lettres  Uy  %y  y  &c.  fignifiera  un  arc  de  cercle  Uy 
Ou  %,  ou  /,  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  T  uni- 
té, &  Sin.  u  le  Sinus  d'  un  angle,  ou  de  Tare  Uy  Tang. 
%  la  Tangente  de  ï  angle  ou  de  T  arc  % .  Nous  allons  expo- 


I.  Partie.  Chap.  III.  toj 

Cér  dans  les  lemmes  fuivans  les  principales  formules  de 
trigonométrie  dont  nous  pourrons  avoir  beibin  dans  la 
fuite,  &  qu  on  trouve  démontrées  dans  les  Auteurs  mo^ 
dernes  qui  ont  traité  de  cette  partie  de  U  Geomçtrie:  il 
feroit  inutile  d*  en  donner  ici  les  demonftrations ,  &  trop 
pénible  a  nos  Leéleurs  d*  être  fouveot  obliges  de  recourir 
a  leurs  ouvrages» 

LXXII. 

Lemme  I. Sîn. 0=0,  Cos. 0  =  I,  Sln. //»:=: ^«,Goâ 
</»=l.Sin.-  -7  =  1.0)5.—  Tr  =  o,  Siti.iTSso-Cois.irss 

•-"  i,Sin.^  v-=:  •— i^Cos.- -7=0,  Sin.2'3B-=o,  Cos. 

2  7=1.  On  voit  par  ces  formules  que  tous  les  Si- 
nus, &  tous  les  Co/înus  font  renfermés  entre  les  li- 
mites -+ 1  &  —  J.  Ona  encore  Cos.  u = Sin.  f  ^  w  — .  «  Y 

Sin.»=:Cos.^i  -s-h-  »  V  &  Sin.*  -f  Cos.»  =  u 

LXXIII. 

Lemme  î.  «  &  îs  étant  des  arcs  du  cercle ,  dont 
le  rayon  eft  i ,  on  a  les  formules  q'ui  fuivent . 

Sin.(»  -f-a;  )  =:Sin.  «.Cos.*  -+-  Cos.  »Sin.  « 
Cos.  (  «-lf«)  =  Cos.  ».Cos.»  *-  Sin.  «.Sia.  « 
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'     Sin. (h  ►—»)=:  Sin*  u.  Cos. «  — •  Cos. n. Sin. «• 
Cos.{u  ^%)=zCos.u.  Cos* « .-K  Sin.  u.Sm.z. 
On  tire  de  ces  fonnules  les  quatre  autres  fuivantes . 


Sin.  u.  Cos*  7i 


Cos.  fi.  Sln.  Zr 


Cos.  u.  Cos.% 


Sin»  Um  Sin»  % 


Siiu(i#  H>  g  )  -4-  Sîn.  (  «  —  2  ) 

z 

Sîn,  (  ir  -f-  «  )  —  Sin.  (  i*  — ►  «  ) 

Z 
Cos.  C  ^  "^  «  )   -••  Cos.  (  If  -4*  «  ) 

Cosr  («  —  «}  —  Cos.  (  »  -4-  «  ) 


On  en  duît  enfuite  celles  ci 


Sin.»-+Sin.a5  =:  2Sin^(-^  »-l--^  «)  X  Cos.(-^«-^ \%) 
Sifuu. — Sin. «.=: 2 CoSr (-:<*-»- 4 '^)X Sin, (-  u — 4  «) 
Cos.ii-t-Cos.«=:2Cos.(-J«'-t'-^»)XCos.(-^i^ — ^«) 
Cos.%— 'Cos»  uz=zz  Sin.(-i#-+'-«)XSin.(-iy  — -^  ») 


LXXIV, 


Lemme  j.  Farceque  <*rf  -+•  èèzzzÇa^^  b  \^-  »  )  X 


?_  a 


(4—^  V  —  *  )  >  ^  î"®  C  P^  ^®  lemme  i.  )  Cos,*-*-Sin. 
^  I ,  en  prennant  le  finus  &  le  cofînus  d'  un  même  angle 

quelconque,  on  aura  aufli  (  Cos.  «h-  Sin.V"»)  X  (Cos. 
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—  Sin.  V"=T)  =  I  ;  &(Cos.  »  -+-  Sin.wV^^T)  x 
(Cos.«— ■Sin.«V  — i)=(Cos.«-+Sin.»  V"^^)  X 
(Cos.  « — Sin.  «  V  "~  '  )  ; 

Si  on  multiplie  Cos.  «  -»-  Sin.  «  V  ~T  par  Cos.ir-+. 
Sin.  I»  V  —  1  >  le  produit  fera  Cos.  ».  cos.  s  ».  Sin.  m.  Sin. 

«  -t-  (Cos.  ».  Sin.  %  H-  Sin.  ».  Cos.  «)  V^;  maisona 
(  par  le  lemme  précèdent  )  Cos.  ».  Cos.  z  —  Sin.  «.  Sin.  « 
=  Cos.  (  »  -+  a  ),  &  Cos.  *.  Sin.  «.  -*-  Sin.  ».  Cos.  «= 

Sin.  (»-+«).  Donc  le  produit  (  Cos.  »  -i-  Sin.  »  V  ^  )• 

X  (Cos.«-f.Sin.  «V37)==Cos.(»-t.«)-4.V':rr 
X  (  Sin.  i#  -4.  X  ) , 

Ite  même  le  produit  ^Cos.  »-  Sin.  ».  V"^^)  X  (Cos.  « 

-.Sin.a.V'~)  =  Cos.(»-^«)-V'~X    Sin. 
(«-f«). 

On  trouve  par  un  Calcul  femblable  le  pnxluit  (Cos 
Sin.  u  V'^)X  (  Cos.  »  rt Sin. «.  V=ri) X  (Cos. 


xztSin.*  V-  ,  )  =Cos.(»-i.«H.«)=tVz:7X 
Sin.  (»-*.»  H-«). 


LXXV. 


Corollaire,  i.  Donc  fi  1'  oa  fuppofe  x  ss  », 
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on  aura  lé  quarré,   (Cos.  «H^Sin.  u  V^~)*=Cos.  lu 

Hh  Sin.  lu.  V^  —  ï;  &  en  fuppofàat  encore  x==«,  on 

aura  le  Cube  (  Cos*  »^Sin*  u.  \^—  i  y  =:Cos.  ^u  -^^ 

Sm.  3«*V— »  ;  &  généralement  (Cos.  u  -<-  Sin>  u  V^^)*» 
t=  Cos*  »#•  ^  Sin*  nuf  ^  ^^  • 

LXXVL 

CoROLUkiRE  •  2«  On  tire  de  la  dernière  équation 
ces  deux  autres ,  Sin.  i«*  ^  —  1  =  (  Cos.  u  -+•  Sin.  u. 

V— 0'  ""  C^^  ^^ )  ^  sin.  nu  V^  — I  =  Cos.  »«  — 
(Cos.  1^  —  Sin.  u  y  — i)*  ajoutant  ces  deux  valeurs  & 
divifant  par   2  V"^  >  ^^  trouve  T  équation  fuivante^ 

^.                   (Co^.  «  -^  Sîrt.«  V"  --^  )*  —  (  Cos.  u  —Sin.  *  V^  — i)' 
Sm.  nu.=z^ ï 3::£: ^ 

2  V^—  X 

On  trouve  de  même. 

^  (Cos.«-«-$în.»\rrT)--«-(Cos.«-Siii-i*  V-0* 

^os.  ttu  — .<  ■         I  ■     ■  ■  ■  ■  <   I 


Lxxvn, 

CoROlLAiRC  3.  £n  élevant  ces  deux  binômes  a 
la  puiflance  n  par  la  formule  générale  de  Newton,  on 
trouve  ces  deux  formuler  (atis  imaginaires  Sin.   nu  ==; 
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X  (5m.»)'-l-'^^'^""~'^-^'"'^^'~*^  (Cos..)-' 

m 

X  (Sin.«)*  —  &c 


^  -^  I.    !•  «.  4-  $•  <•  ^  /  ^ 


(Siiuj^>^-4-&c. 


LXXVIIL 


ConoLLAiRE  4.  Si  Ton  fuppofc  que  Tare  u  foit 
infiQÎmeat  petit,  oa  aura  Sin. u=zh y  8c  Cos<.  u=zi;  & 
pour  rendue  ï  arc  ^ii  d'  une  gratideur  finie  y  il  faudra 
que  xr  devienne  infinimeuc  grand  ;  ce  qui  réduira  les 
produits  fg.  (»  — i),  »  (» — !)•  (»— 2),fr.(»— i)t 

(» — 2)*  (»— •3),&c*  aux  puiflances  »*,  »',»^,&c.S| 

II 

donconfaitr arc  fini  xzzznuy  on  aura  ^  =zu=z  Sin»  n^ 


2  y^a  «4  S 


(Sin.li)  ,   ~=(Sin,i»)*&c.;Cos.«=i;parcon* 

fequent  tontes  les  pui^nces  de  Cos.  u  feront  ^ales  a 
r unité;  8c  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  deux  for- 
mules du  Cor.  3  )  on  aura 
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__^ ^^— f! »'       ^ 

%  à  é 

^  !•  a  i.a.  j.  4  i.-a«j.4. 5.  tf 

« 

LXXÎX, 

Lemme  4*  «  euat  im  nombre  impair,  on  a  çet^ 
|:e  foriQule  générale  de$  pmflànces  n  4e  Sia.  ii» 


2*       (Sin.  »)*  ==2tSin.»K3:  -,Sifl>«— 2.  u 


I  f     a 


I  •     a  •     j 

^     ^  ëy,  ^^^  ^>  '^  ^^*^^  "^  nombre  pair,  on 


3 
9  U  forniule  ryivante 

j"      (Sin* »)  =3z!:  Cos. »«  — f  -^  Cos.  n  — -  z.u 


n.»— I.  '  ■     ^,    iff»— ipif — a  ■ 

; — •  Qos.n^^^uZ±- — ; —  Ços,  n^^6.  WZt  8cc. 

I  •     a  ^  I»     2^        j 

»,  »  —  If  »  «^  a,  Ob'/, 


I  f  », »— If «•^a,0'#,\ 
•;Vi.     a.     î^Cà-r.     JXCOS.0.1.. 


Dans  la  première  de  ces  deux  formules,  on  fe  fer- 
vîra  du  fîgne  fuperieiir  lorfque  »=;4m-*-i,&  du  li- 
gne inférieur  lorfque  n=^j^m — -i;  m  étant  un  nombre 
quelconque:  dans  k  féconde  formule,  on  fe' fervira  du 
figne  fuperieur ,  lors  que  ;»  =;  4  w ,  m  étant  un  nombre 
quelconque;   &  Ton  prendra  le  figne  inférieur,  lorfque 
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9f=:im^m  étant  un  nombre  impair  quelconque  il 
faut  encore  renurquér  que  dans  la  première  formule  il' 
faut  s  arrêter  au  terme  qui  eft  terminé  par  Sin.  u  ;  & 
que  dans  la  féconde  formule  il  faut  s  arrêter  acelui  qui 
eft  termine  par  Cos.  o.u=z  i ,  &  le  divifer  par  2. 

n.  étant   un  nombre  pofitif  quelconque  ,  on   a  la 
formule  fuivante  pour  les  puiflances  du  cofmùs* 

2         (  Cos.  Il  )   =Cos.»»-+ •^.  Cos.»  — 2.l#-+ 


—  Cos.»— 4#i#— t--^ '        Cos.  »  — (5.11. •••♦• 


1.2  X  .  s  •  3 


.     X  Cos.»  —  n.Uy  ou  X  Cos.  Uj  Selon  que  n 
eft  un  nombre  pair  ou  impair. 

LXXX. 

-.  Sin»    -,  Cos. I      o    •   _i_ 

Lemme   5.  tang.  =  --,Cot.=  r7-  =  --,Sec.= 
r— ,Cofec.=r:->  Sin. vcr.  =  I  — »•  Cos. ,  d' OU  1' <Mi  tire: 

Cos.  Sin.  ' 

Oos 

tang.  X  Cos.=  Siû.=7~  ;  Sec.  X  Cos.  =  i  :   Cosec,  X 

Sin.  =  I  ;  tang.  X  Cot.=:  i  ;  Sinus,  vers,  -f-  Cos.  =  i. On 
peut  auffi  au  moyen  de  ces  équations  appliquer  aux 
Tangentes,  Cotangentes,  Sécantes,  Cofecantes  &  Sinus 
v^rks  y  les  formules  générales  qu'on  a  trouvées  pour  les 

Sinus  &  Cofinus;  par  exemple  puifque  Tang.=^^Ori 


\ 
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aura  par  le  Cor.  4.  du  hsm,  3.  cette  formule  générale* 

«———-H- — ' —♦-&€. 

1. 1.  j.        I.S.J.4.  5*        X.  2.  2. 4.  5.  e.  7* 

Tang,«=: . 

a  4  6 


X»  >•  z«  a.  j«  4*  X*  a.  }•  4*  j.  é. 


LXXXI. 

Théorème    i.  i^  étant  toujours  un  arc  de  cercle 
dont  le  rayon  eft  i,  on  aura. 

10    iiu=z  '  '"'  '^y  par  confequent  ^.  Sîn.  u^=:du 
X  Cos.i#,ii=S'-^i^&Sin.«=S'.^i#  X  Cos.  i^ 

'  Cos.    M. 

2^     du=z  —  '  ;^^  ^y  par  confequent  i/.Cos.  »=r 

'  Sin.  M 

3*  «=  —^z-t^i  Sia.«V^-j  -+•  Cos.  «  ). 


t         -  /  Cos.  M  •4- Sin.  M  Z'-—  I  \ 

4?  »=  -7=--^( 7^) 


La  première  Se  la  féconde  parties  de  ce  Théorème  ont 
été  démontrées  (  Art.  lui.  )  ou  Nous  avons  fait  voir  que 
fi  r  on  fuppofe  %  1^  =  »,  &  par  confequent  Cos.  u  =z 

^  i^xx  y  on  a  iiu=: — 1-;  &  que  fi  Ton  fuppofe Cos,w 


1  Partie  .  Chap.  m.  ,  ©^ 

=  x,  &  par  confequetit  Sia.  u  =sV  i-^mx  ,  <«  a  </» 

Jx 

On  démontre  la  troifieme  pam«,  en  prouvant  que 
la  diff^rentieUc  du,  V^eft  égale  a  la  différentieUe  lo- 
garithmique deSin.«  V^^-hCos.  »,  ou  que,  du,  V-^= 

7= ,  ou  encore  que  —  Sm,udH  -h 

Qais,»du,  V— i='/.Sin.i».V^— i-*-^.Cos,  «  Orparla 
i«.  panie  de  ce  Théorème.  <^,  Sin.  u  V— i  =  Cos.  «  du, 
V  —  I ,  &  par  la  2  «.  partie  </.  Cos.  u = — Sin.  »  du.  Donc 
</.  Sin.  M .  V — I  -*- </.Cos. u  =—  Sin. u  du -^ Cos.udu, 
V^  C,  ^  F.  D. 

Pour  démontrer  la  quatrième  partie ,  il  fuffit  de  prou- 
ver que  — î=.Ir  (Siii.»V-IT-*.Cos.i»)  =  — - . 

-   /  Cos.  u  -h  Sîn.  u.   /^^  IX  .^«M 

^{' 7=^)^  ^»  V^  ^  JL(  Sillon  V—I-*. 

v-os*  »  ;  —  X,   f __  j  Qjj  encore  que  (Sin.« 

VCos.«-Sin.  n-f^—i  ^  ^      ^ 


V-i-4-Cos.»)    = —.^     OU    que   Sin 

Cos.  u  —  Sip.  M.  f^— .1 
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«V—  1  -+.Cûs.  »  = — ■ ■    -  ,  ou  en  fia  que 

Cos,  «  —  Si».  M  y —  1 

(  Sin.  u  V"^^-»"  Cos.  «  )  X  (  Cos.  «  — Sin.  u  V — i) 
=  I.  Cequi  eft  évident  par  le  Lemme   3.  donc  &c 

LXXXIL 
Corollaire  i.  Iji  multipliant  k  fônnule  «  = 

~  -^  (  Cos.  «  -♦•  Sin.  »  V^— i)  par  uu  nombre  quelcoa- 


—  I 


que»,  cm  aura  »«  = -T=r  i' (  Cos.  » -4- Sin.  »  V — i) 


» 


L,(  Cos»«  -^  Sin.  »  V— i)       '   =  £.  (  Cos.  « 


Sin.«.  V — i)  =1.. 


i.  (  Cos. U  —  Sin.«  V — I  )  ;  Car 


n  V*— 1  ;  &  par  le  lem.  j. 


= Cos.  »  -—Sin.  »  V  — I  - 


Co>  «  -»•  Sia.  M.  1^— I 


LXXXIII. 


Corollaire  2.  Puifque  m  =  ■    — ^  i*  (Cos.  » 


f^- 
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-f  Sin.  u  V — J  )  ;  en  jnultipliant  de  part  &  d*  autre 
par  V — I  >  on  aura  nuV — i  ^=znL,  {Cos.  *-+- 
Sin. u  V^^)  =  L,  ( Cos.  «  -i-Sin.  u  V"— i)»  =  £. 


(Cos.  N 


-r=-r3p  =:Z.  (Cos.«— Siù.1»  V  ""  *  )  ""'* 

Sia.  «  K  —  I  /  "* 


LXXXIV. 

Corollaire*   3.  Suppoli^  que  «  foie  un  nmnbre 
dont  Je  Ic^rithme  eft  T  unité,  ou  1.^  =  i;  on  auia 

(parleCor.  i.)nu»  Z.tf=L.(Cos.«-^-Sin.»  V^Hi)""  *^~"' 


^— 


£.  (Cos.*  — Sin.«V— i)  ,   ou  L.  *•* 


X-  (Cos.»-4-Sin.«  V— i)-"'^— *  =L.(Cûs»«  — Sin. 

. ni/'        ' 

»  Y  —  j)         '  >   P**"  confèquent    *"*  =  (Cos.  »  -4-  Sic, 
»V37)~*'^~^=(Cos.»— Sia«  V^)' 

i 

LXXXV. 

Corollaire    4.  Dans  la   même  fuppofition  de 
Le=z  I  ;  on  aura  par  le  Cor.  2.  r**  ^^^— i  ==  (  Gos.  u 


Sin.  M  V  — 1)*=  (Cos.« —  Sin.»  V-^i)      ;   par 


confèquent    e^'*        *  =—7=  =s  (  Cos.  »  -+  Sin. 

tf"  '' 


wK—ï 


XI2        Elemems  du  Calcul  inte'grâl 

W — i)"~"=(0)s.»-Sin.»V — i)"^*.  Or  par  le  Cor.  2. 
<lu  Lemme  3. 

_.  (C«s.  u  H-Sin.  H    V—  I )*-  (  Cos.  «  -  Sin.  «  l<^)* 

&  Cos.  »»  =-j  (Cos.i»-+Sin.«  V^-i  )*-+-7  (Cos.  i^ 


Co&/Mi=^ : 


Et    fi    r  00    fuppoie  11=1  9    on    aura  Sîn.xr 


»  r  — I  — ifK— I  uV^^i     ^     —.i^K-^i 


ar — » 


Lxxxvr. 


Corollaire  5.  Si   1  arc  »  &  le  oomtire  n  font 
réels,    les    logarithmes    imaginaires  — ^n:: £. ( Cos. «  — h 

Sin.«V*^)  OuI.(Côs.»-4-Siil.«V^^)*"*^  ,     & 
»  V— I .I.(Cos.«— sin.» V -*- 1  )    ou    Z-CCos.»— Sin. 


»V— i)*  ""*    feront  des  quantités  réelles  =: /m»  ,^  par  lo 

Cor. 


/ 


I.  Partie.  Chap.  III.  113 

G>r.  I  ;  &  (kns  les  mêmes  fuppofitions  les  quantités  ex- 
ponentielles (Cos.»-+-Sm.«V — 1)"~'  ~*  &   (Cos.»— • 


Sin.tfV—i)*     '   feront  aufli  réelles  8c=:e*"  anflibien 


ar  — I 


que  les  exponentielles  -——-————  =:Sîn.»i^,  & 


Jfl*  1^— !_.      *— »«J^I 


\Coy.nu. 


'  Au    contraire    les    Logarithme    £•  (  Cos.  i^ -4- Sio* 
uV-^iy  ^  &jL(Cos*i# — Sm.u>/ — i)*  feront  des  quan- 

tites  miagmaires  *         *  &  ^ 

Lxxx;vii. 

THEOREME  2.  i«   ^,,==:-JLlïî5:iL,==£l!^^ 

i-*.(T»iig.«.)»         (S«c.«)»' 


par  confcquent  du  (  i  -i-Tang.  »  ;=J«  (Sec.  u)*  =:d,  Tang. 

x-^(T»ng.#i)»  (Sec*!.)*  ° 

Cqs.1^  f 
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3*  Tang.«= ^ ,  en  fuppofànt 

La  première  partie  de  <5e  théorème  a  été  démon- 
trée (Art.uii.).>  o^  ày^"^f  fupposé  Taiig.K=x  &  par 

confequent  (Sec,K)*=i-»-xx,  on  a  trouvé  du^ 


1  -t-xx 


SIn.  u 


Démonstration  de  la  feconde  partie»  Tang.w== 
^   ou  Sin.  u = Tans*  i^  Cos.  i^,  (  Lem»  s*  )  •   Donc   en 

Cos.  u^  ^ 

fubftituant    Tang*  u  Gos*  u  V — i  au  lieu  de  Sin*  u  V«- 1 


I  Cos.  « -♦- Sîn.  «  ^ — I  / 

dans  la  formule  u  r=  — -—  .  L.  « ^^^  trouvée 

*K — i  Cos.  M  —  Sin.  M  K — i 


dans  le   théorème    !•,  oa  aufa  u 


V^ 


/'  Cos.  ««  -*•  Tang.  u  Cos.-u  ï^ — t  \  ^.    .-  • 

XY---- ^ ^  '    '    >    V  &  en  divifant  le   nume- 

\  Cos.  «  —  T^ing.  u  Cos.  ni/  ^xj 


X 


rateur  &  le  dénominateur  par  Cos*»  ovia^u  _ 

%V—\ 
I  -♦-  Tang.  u  y-^\ 
Tang. 

On  démontre  de 'même  la  3«  partie*  Car  quiTque 
par  le   theoretoe   précèdent   Sin*  u  =' —=:. , 


\  I  —  Tang.  »  »^— i  '^ 
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^"-^e-"""-^  a... 


k  Cos.  «= • ;  on  aura  Tang.» 


Cosiw 


en  ^viiânt  kaomerateiir&  le  dénominateur  par  « 
C»^F,  D. 

LXXXVIII. 

CoROLLAiiiE .  Puis  ^ue  Tang.»=^—  (Lem.  5.) 

en   ûibftkuant  -r- —  au  lieu  de  Tang.»  dans  les  deux 
dernières  formules  du  théorème  précèdent,  on  aura. 


»        _  /  Cot.U'*-y-'i  \ 
10  u= — r="^.l ■:=^l 


(^•*^^-4.ï  V"=T 


2»  Cot.g=:"     ■  •  "  '  Y ^ 


C  —  I 


LXXXIX. 


THEOREME  3.  </»='— •i^.Cot.MSin.if  ;  par  éonfe- 

*  '  (  Sin.  u  )* 

Ju 


iiS         Elemei^s  di7Cai,cul  inteVsrai. 

Pemomstration > </» as    '  *""'  *  =a</. Tang. »  (Gos, 

c* 

»)•  par  le  Thçorçme  3.  or  Tang.  »:;=^=:£;^  par 
leLcm*  5.;  par  coniè^uent  </,Tang.«=— — ^ — r^^-r;    ■ 


(Co$.«)*  ^  ' 


C.  ^  F.  P, 


XC 


Corollaire  .  Puifque  (  Lem.  5.  ),Cofec  »  =  ^j;;^  ; 


_.   ,  J.  Cot.  m  _  — d.  Cot.  «     .  _ 

on  aura aufli g»  —     — •  «=y  -— - — -yd.CoLu 

(Cofec,*)*    '  (Cofec.*)*' 

— du,  (Gofec  »)*  ,  &  Cot.  u=zS.'-'du{ Cofcc.  « )* . 

XCI. 

THEOREME  4.  </«= — ^ i--  par conlequenc 

_  </. Sec. « ( Cos. «. )*      o    jo  <feSin.« 

ijzsS'. ^ L    &</.Seci*  =  — y  Se  Sec  u 

Sin.  »  '  '^  •  (  Cos.  j».  )* 

i/n  Sin.  M 

(  Cos.  u  )* 

Démonstration.  Sec.  «=  r — (Lem.5.);  ®^  ^^" 

d.Cos.u  . 

fércntiant  //.  Sec i*  ==  —  — — -; •  i/,  ScCt  «•  ( Cos.  u)    =s 
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Àr^u    J'Sec.  M  (Cos.  u)* «/.Cos.» ,     . 

C.  ^  F.  D. 

XCIL 

Corollaire  i.Puifque  (Lem.5.).^l^=Taiig.«, 

«  Sin*  # 

&XL«  Secif  Tang.»  Sin.« 

r--= ;  «=S.  j — -r— ,  </.  Sec  ».  =:  du.  Sec  », 

Tang.  »,  &  Sec  »  =  S. du.  Sec  ».  Tang.  ». 

XCIII. 
Corollaire  j.  PmTque-^.^=Cofec»(Lem.5.) 
</»  =  </.Sec  »(Cos.  »)*.  Cofec  »  ;  &  »  =  5.  ^.  Sec  ». 

(Cos.».)*.  Cofec»;  &   puifque  Cot.  »  = -^  ,  oq 
aura  auffi  </»=  //.Sec  ».Cot.».Cos.».,  » = S".  //.  Sec ifc 


Cot.».Cos.»;</.Sec  » =/,-—; — ,&Sec  «rsS-.^c-—-. 

'  Cot.  «  Cos.  M  '  Cot.«  Siiw> 


XCIV. 


THEOREME    <.^»==-if±li(«!Lil21.«==S' 

•'  Cos.»  ' 
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Cos.«  '  (Sin»»)»' 


_  ^M.  Cos.  M 

5". — 


Démonstration.  Cofec. »=z: — (Lem.  5.);  ca 


Sin.  « 


différeatiant ,  dCo&c u  =—  ^^.   '   ■  ;— </Cofec » (Sin. «)» 

(  Sia.  u  y 

me  i,)DoiK,  dcc  C*  ^  F,  D, 


XCV. 


(Sin.»)< 


Corollaire  .  Oa  peut  au  liea  de  ^^^  ^  fubfti- 
tuér  différentes  valeurs,  qu'on  trouve  aifement  par  les 
formules  du  Lemme  5.  Sec.  u  =  -^^ ,  Cofec.  »= -^-j-^ 

1  Sin.  «    _,  ^  ^      Cos,j« 

o"Sin.«==  cSfe^,  c^  =Taas.«,Got.«=3-^  ou 


Sui*» 


Cos.  H        Cau  «t 


—  ;  par  exemple  en  fubftituant  cette  demie- 


Sin.  u 


jre .  valeur  ;: —  au  lieu  de  - — ,  on  aura  d»  =  — 

Cocu  Cos.»   ' 

— — :;; zr;— tf Cofec. u.  Tang.  ii.  Sin.fi« 

Cot.ii  ^  ' 

XCVI. 

_  ^       »  «^  Sîft.  ver.  «  /. 

Thçoreme  s*  ffttzsz  —        -  ;  par  confequent 


>^ 


h  Partie  •  Chap«  IIL  up 

»:=::S.  — — %  a. Sm, vcr^«  =  du.  Sin*  i^^  Sm.  ver.  u 

:=zS.du.  Sin.  »  • 

Car.  Sin.  ver.  i^  =  i  —  Cos*  u  ;  en  différentîant  d.  Sin. 

,  -,  J  Sin.  vers,  u  d  Cos.  «         ,     .,_„ 

ver.  «  := — a  Cos.  u  :  — =:—  — ; — -=:  du.  ( T hco- 

rcme  i.)   C  J^  Ft  A 

XCVII. 


Lemme  •  (Cos.9  -+•  V^-i  Sin*  9  )'^  =  Co&m  9 


V^ — I  Sîn.wç,  ç  dénotant  tm  angle  quelconque,  Se?» 
un  nombre  quelconque.  Ce  Lemme  a  deji  été  démon* 
tré(LXxiv,)par  les  feuls  principes  de  Trigonométrie;  mais 
nous  joindrons  ici  une  autre  demonftration  dépendante 
du  Calcul  difi^rentiel,  dont  nous  ferons  u(àge  en  fuite  • 
En  prenant  los  logarithmes,  on  aura  par  la  fuppontion. 

m  L.  ("Cos. 9— f-  V -*- 1 ^în. 9  )  rr:  £.  (  Cos. w 9  *^  V — i 
Sin.'m^) ,  îc  tn  -diffëreotiant ,  traitant  T-angleç,  comnwe 
"variable ,  on  aura  (Ixxxi.) 

tnJv  Sîn.  ^  -4-  w  J  »  A^ — I  Cos.  0  _^ 

Cos.  ^  -♦-  ^— I  Sîn.  0 . 

w  J 3>'S}n.iw Tp  ^^mdt "V—x  Cos. t»*^ 
— ^ _« , 

Cos.  m4p  -+  /'^ — 1  Sin.  m  p 

&  mtiripdiiant   les  ^lurtierateufs  par— *•  V-^-ij  oi^  «ara, 
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,      (Cos.  0-+-^ — iSm.  •)  j      (Cos.mf-»-^ — iStn.  mf) 

fna<f>  =zma<f>  , 

Cos.  p  -4-  /^— 1  Sin.  V  Cos.  OT  ^  -H  ^— I  Sin,  m  p 

c'çft  adire,wrfç=zw^9,  e:][uation  identique;  donc  &c- 

XGVIIK 

Theûreme  7.  Toutes  les  quantités  imagjinaires  de 
quelque  forme  qu'elles  fbient^  pouvent  toujoun  fè  redui* 

re  a  Texpreflion  Jkf-4-JVv  — i,   dans  la   quelle  M,  J^T, 
{ont  des  quantités  réelles. 

Démonstration.  Nous  diftînguerons  toutes   les 
formes  poflibles  des  quantités  imaginaires.      , 

I.  Soît^—h^V* — I,    une  quantité    imaginaire    & 
tn  V  expofant   réel  de  ta  puiflance  (^-f-^V— »i)'*,on. 


pourra  toujours  réduire  cette  expreflion  a  la  forme  M 
•H^^V-— I.  Faifbns  Vaa-^bl^^^zCy  &  cherchons  T  an- 
gle 9 ,  tel  que  fon  Sinus  foit  =  •-  ,  &  le  Cofinus  =  -; 

il  eft  clair  qu'on  pourra  toujours  trouver  cet  angle 
9,  quelques  foient  les  quantités  ^,  ^^  pourvu  quelles 
foient  réelles  •  Or  aiant  trouvé  cet  angle  9 ,  qui  fera 
toujours  réel)  on  aura  en  même  temps  tous  les  autres 

angles  dont  le  Sinus -^   &  le  Cofmus^  font  les  mêmes. 

Car  prenant  tt,  pour  ï  angle  de  180*,  tous  ces  angles 
lèront  9,  ZTT'^  9,  4-»-  -♦-9,  rfT5r-t-9,  %ir  ^^^  <p  &c. 


I.  Partie.  Chap.  itu  m 

2nx  qaék  oa  peut  ajouter  ceux  cy — iv-i-ç, att 

-4-9^— r^-»--*.  9, — 8 -zr -1^ 9  &c  Cela   fupposé,  on 

sana-^èV — i  =:  c  (  Gos,  9 -4- V -^  i.  siu  9^)   & 


h  puiffiim»   proposëe^  (  4 -1-^  V" — t)"=:c*(Cos; 
» — i^Siii..9.)"'.,Qr  (Lem.  prec)  (Cos.9-4r  V" 


£. 


SHu.9)'"=G)s.m9-v-V  — *i»  Sin.w9.  Dbnc  (4-+^- 
V  —  1  )''=ze^  (  Cos.  ^9-+  V^  —  I .  Sm»  «rç.  )  &.  pav 
eon%uent  ea  feifânt  Af=rc».  Cos,nr(fy&N'=c^^  Sùu 
wÇ,la.pmflânce:(rf-4r^V— i')",  fc  réduit  a.  la  fonne 

^Z    Ou.  poun»  toujoun  wdu&e  s  rexpreffion  M 

-H^^JVV — *y  toute:  quantité  réelle  pofidve,  dbnc  l'expo- 
fent  eft  une  q^uantité  imaginaire.   Soit  /**  une.  quantité 


ïéeHe  pofitive^  &»»-».'»V— iTexpoiànt  de  la  puiflàn. 
ce,  de  forte-  qu'il  Mie  chercher  la  valeur  imaginaire 

d«  4-^^-'*'^^,  Soit  &  ^'^-^^'^^^ =«-*.;,  viri:^ 

on  awa  («ï-t-»  V^IT)  L,a^L,  («-+•/  V^^^,  &  en  pre- 
nant ^cfifférefliECS,fuppoianÉ^y#^,vanabIes,ooaura  — % 


Q. 
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V  — '  I  ;  &  égalant  Teparément  les  nombres  réels  Se  ima' 
ginaires ,  nous  aurons  ces  deux  équations  -^ = -■* 


nda 
-  1  V  —  I  %    tCK   4   uuc 


ife  "ifîŒL^  (''J1z:J±\  yfZTTy  ceft  a  dire 
^L^ZUL    &  jçn  intferant,  mX<>=7£»  V  »«-!-//  , 

dou  l'on  tire  >i^  =  y  «*-4.^^  ,  5;  «Xi»,  égal  a  un 

arç  -^dont  h  tangente  left^-i— ;  ou  — -r=;Tang.;^Ir*^, 

dans  laquelle  égalité  Z^^^  marque  le  logarithme  hyper- 
bolique de  la  quantité  réelle  poiitive  a ,  laquelle  aura 
par  cotifeqqent  une  valeur  réelle^  Prenant  donc  dans  un 
cercle  dont  le  jaioa  ;=  i  ^  ym.  ^tç  z=z  nl^My  on  aura 


4  çaufe  de   y  ^si^^yy^^^a^  ^  i*=4^,  Cos,»i,^,  &/ 
=  /»"•.  Sin,  nL.a^  les  quelles  valeurs  étant  fubftituées  a 


la  place  de  *&^  on  trouvera  a^'^^   ""'  zzzn^y  \f — i 

=;tf'•.Cos•;?X.^'-^^•  Sin,;iZ»i^y  —  I .  Donc  la  quan- 

tité  imaginaire  d^'^^   ~^  cft  comprife   dans  la  forme 

—  i  ,  puifque  a^  eft  une  quantité  réelle  po- 
fitive . 

3  ^  Il  refte  le  cas  d*  une  quantité  imaginaire  ^  telle  que  a 

-+^V  •—  I , élevée  a  une  puilïance dont  lexpolant foit ima- 
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gînaîre  m-4-«V— -i;ce  cas  cil  auffi  compris  dans  k  forme 


^    ■■  ■'■   ■■  ■■■   fn^^ny,mm^  % 


M-^nV — I  Car.  foit4-4-*V  —  i  ^ïx-h/ 


-^-—ij  on  aura  en  prenant  les  Ic^arïthraes  (nt^a 

V'^^I.(>»-*-^V^)=i(*^/V~).  Et  en 
prenant  les  différences  </.X(*-f-/V—  i  )=:     "'^'^  ^  •4. 

{x d t —' y d x)  ^f^—"         m(aJa-t'idi')        m (*Ja-*'i di) f^ —  i 
^v.(sd^iday^:rr         n{éd6^Ua)  ^  ^  ^^  ^^^^^  Ç^^ 

parement   les  membres   réels    &  imaginaires,  on  aura 

m{éJa^bJb)        n(4db^bJé)        xdt-^ydy    p  miadb-^da) 

■  I  II..  '■■■■'"'      ^  oc  '    '       '  '  " 

éni-^bb  aa^bb  nx  ^j^f   ^  da-^bb 

^4-  -i i  =  — i — ^ —  ^  Pour  en  prendre  les  intc* 

I 

raies,  foient  \f  a  a-i-b  b  =,  c  ^  &  Tare  A  dont  la  taugea- 

L  b  d 

te-=:  9,  ou  bien  Cnus  9  =-,  &Cos#  9  =:-  ,d'ou 

Ton  peut  toujours  trouver  T  angle  9  ;  Car  fi  T  oû  fuppofe 

ji    II  — — ^— 
que  f  =:  \  ao'^bb^  nos  intégrales  feront  mL.c-^n(f 

=:JLv  **—»-//,  m  9  -4-  ;i  i,  {T  =r  ^.r  Tang.  ^  ,  donc 


o 


V*x-H->/ =:  c'^r  ^^,    mettant  ^    pour  le  nombre, 
dont  le  logarithme  hyperbolique  =:r  u  âinfî  pour  trour 
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■ 

v^r  les  valeurs  de  «r,  ^  4e  /,  de  1'  équation   (4-<-> 
^fZZly****^-^  ~«^^  V^ITT,   aïaot  posé  c  = 


■  I   ■      n 


y/aa-^bb^  &  pds  JT  aojgle  9^  tel  que  Cos.  9 


*> 


&  Siii*  9  =->  on  aum. 


«  ^s.  c"*«— »•  Cos.(m9Hh»lHr.) 


fz=;;.c'^(r^*  ^  Sin^(«!»9Hh»i.c.)' 


Et  par  confequent    «  -+/  V  —  1  ==  (  ''•■^  ^ 
V^^"'"*"''^^^*ft  redu6Utâle  a  la  fouac  M-^îi 

V 

De  plus  (î4es  expofans  etoient  eux  mêmes  êes  puî^ 
lances  dont  les  «xpofans  fufTent  imaginaires^  ils  fero 
icDt  envois  jcooopds  ipys  la  miême  forme;  Car  fia^  i^^ 
d-,  font  des  quantités  imaginaires  de  la  forme  M-^N 

V"— ij  la  quantité  ^      feroît   aufli   comprife   dans   la 

même  forme,  puis   que  1  expofant  fi   eft   reduflible   a 
cette  forme* 

4^  Il  eft  évident  que  toute  fon£tion  fcH'mée  par 
addition,  fbuilra£iion ^  multiplication  ou  divifion  d^au* 
tant   de   formules   imaginaires   que  ce  (bit  de  cette  for* 

me  Af -+  N  V  —  i ,  fera  toujours  comprife  dans  la  mê- 
me forme,  M-hNy^^i .  Car  qu  on  imagine  plufieurs 
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formules  îmaginaircs  a-+^\^— i;ô-^J^  V  —  i^e 

%V  —  i>  »-+-ôV^— i&c^  il  eft  clair  qu  en  ajoutant 
cnfemble  ces  fonnulcs  ,  ou  en  retranchant  quelques 
iinesp  TexpreiTion  qui  en  refultera  fera  toujours  coraprife 

àms  la  forme  M-4-ivV  — 1>  en  iailant  a— 4-^-*-^— h 
ifz=M,  &  0-*-J^-4-«-+-Ô=N.  Il  n'eft  pas  moins 
dair  que  fi  oa  multiplie  deux  ou  plufteurs  de  ces  for- 
mules^ 03  aura  ua  produit  âe  h  forme  M-^  nV  ^^  i  ; 
Car  le  produit  de  deux,  «-1-^  V^— i  i8c^-+h^  V^  —  i  , 
étantes- — fiJ'^aJ'.^^^S^)^  —  i    eft  de  la  môme 


forme  que  M-^itN^  —  i,    laquelle    étant    outre  cela 

multipliée  par,  ^-4-2:^  —  1,  donnera  encore  cette  for- 
me &  âinfî  de  fuite.  Il  ne  s'agit  <lonc  plus  que  de  la 
diviûon»   Il  eft  clair  que  ce  cas  fe  réduit  toujours  a  une 

fc»6Uon  de  cette  forme  — :::  ,    dans    laquelle    le 

flumcrateur  &  le  dénominateur  font  compofés  par 
les  trois  premières  <^rations ,  addition  ,  fouftraRion , 
multiplication,  d'autant  de  formules  imaginaires  quon 

voudra  de  la  forme  Af-H-JvV  —  i,  or  cette  fra6lion 
peut  toujours  fe  réduire  a  une  autre  dont  le  dénomina- 
teur eft  réel,  en  multipUant  haut  &  bas  parC — D^ — i  ; 
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car  alors  on  aura  — cc^bd '      ^^ 

^         ,^       AC^BD   ^   ^^        BC^AD  ^ 


50   II  efl  auffi  évident  que   toutes  les  puiflances 
dont  Teicpofant  eft  un  nombre  entier  podtif  d'une  for^ 

me  imaginaire  ^-4-JBv  —  i, auront  toujours  la  môme 


forme  M— t-Nx/^— i,  puifque  ces  puîflaiices  fe  forment 
par  la  multiplication  «    De  plus  puifque    la    puiflàoce 

(  -^-+-  B  V—  I  )'  eft  contenue  dans  la  forme  M--^Ny/ —  i, 
il  ;7  efl  un  nombre  entier  polîtif;  la  même  forme  aura 

lieu ,  fi  ly  cft  un  nombre  entier  négatif,  car  {A-^^B  >/ — 1)~'^ 

ôft=: r — ,  qui  le  réduit  a  la  forme 

{A^Bf^:=r:y    ^ 

j  or  cette   forme  le  réduit   en  multipliant 


haut  &  bas  par  M'-^^nV-^^i  a  cette  autre  -rÇ^ — ^^  • 

(J'?  La  forme  générale  M-^Ny — i  ,  comprend 
auffi  le  cas  de  JVrira  &  par  conlequent  toutes  les  quan- 
tités  réelles  #  Donc  joignant  ^(emble  par  les  quatre  ope- 
rations  précédentes^  non  foulement  des  formules  imagi- 
naires de  la  forme  M'^Ny — i ,  mais  auflî  des  rcel- 
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les  ;  cette  forme  fera  toujours  comprifc  daos  rexpreflion 

M-^Ny — I.   Enfin  il  peut  arriver  que  ce   produit 
quoique  formé  de  formules  imaginaires  deyienne  réel 
les  imaginaires  k  detruiiànt  mutuellement,  ou  rendant 

Ar=:o,  alors  le  produit  de*— ♦•/îV— i  para— ^V^^ 
eft  réel. 

70    Enfin  de  quelque  puiflànce  qu'on  extraye  la 
racine  ou  d'une  quantité .  réelle  ou  d'une  imaginaire  de 

la  forme  M-^N\f — 1 ,  les  racines  feront  toujours  ou 

iéelles  ou  imaginaires  de  la  même  forme  M-^N^^^, 

Soit    m  l'expolànt   de  la  puiflànce  dont  on  veut 

extraire   la  racine,  de  forte  qu'on  ait  k  confiderér  les 


m 


valeurs  à&  y  a  ,  ou   de   ^  a-¥b  t^  ,  car  celle-cy  & 
change  en  ceile-la,  6i/ânt  h=zo.    Il  &ut  donc  démon- 


trer que  a^^by  —  i    ""    eft  contenu  dans   la    forme 

Af-4-NY — I ,  quelque  grand  que  foit   le  nombre  m. 
Pour  le  démontrer  foit  cherché  un  angle  9  tel  que  fi 

ungeme  foit  =-»  ou  en  faifint  ^^aa-^hh-^Cy  foit 

pris  l'angle  ç,  tel  que   fon  finus  foit  :=  i,  &  le  cofi-. 

nus=  ~,onaura/^^-^  V^^=r(Cos.ç-f-V^.Sin.9), 
puifque  Cos.  9=7,  &  Sin.  9=7.     Car   ces  deux 
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cxprâfiaiis  foot  i(featk|ues«.  Or  il  eft  démontré  (xGvn.) 
qu'une  puiilànce  quelconque   d'une  telle  £>niie  comme 


(Cos.9-4-V— I •  Ski.9)  cft  =  Cos.  W9-4-V— t. 
Sin  nr<fy  quelque  nombre  que  (bit  m^  affirmatif,  ou 
négatif)    entier   ou  rompu  ou  même   icrationeL    Cela; 


T  m-  I 


pofil  oa  aura.  (4-+-^  V— 1)"'=;  V^jjr-Hf^*^'iri  =  r 
(  Cos..  i- ç-*-  V  —  i^Sin«  —9  y^ 


I»  '  m 


Donc   puifque   czrzSf  aa-^hb   efï    m»  quantité 
réelle  &  pofitive^  &  par  confequeirr  aufli  Tau]^  9^   ia^ 

partie  ^9  avec  fôn  fînusL  &  Ton  cofî'nus  iont  aufli  des  qusHV 


1» 


fîtes  réelles  •Donc  V  (^-*-^  /—  i,)  ou  (Gos.^  9-*-  V — !• 

Sin.-  9)  V^^  ,  appartienent  \  la  forme  iW-f-iV  V' —  i- 
Or    m    peut  marquer  un^  nombre  qiielconquev    Donc 

en  gênerai  rexprefliôrf  a-^èSf-^i  ^  quelque  nombre 
que  foit  wpofitify  ou  négatif,  ou  entier,  ou  rompu,  ou 
méntie  irrationel ,   eft   toujoui^^  comprife  dans  la  forme 

JSf-H-ivV  —  I-  Donc  par  Ténumération  de  tous  ks. 
cas  pofTibles,  nous  avons  démontré  que  toute  expreflioii 

imaginaire  eft  reduâible  k  la  forme  ikfH-^V^-^  i^ 

Théo- 
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XCIX* 

m 

THEOREME  ^  La  quantité  imagînaife  ir±b  ^ — i  y 
Ans  la  quelle  ay.  8c  B   font   réelles^  peut   toujours   fe 

jeAiire  k  la  fonne  Cos.  F^t  Sîn.  Fy  —  i  • 

Démonstration..  Soit  pris  lare  r  dans  un  cer- 
cle, dont  k  rayon  eft  r=^yf  aa^-irB^y  Se  prenant  lare 
M  dans  ua  cercle^  dont  le  cayon  efl  fumté^  on^  aura^ 
Cos.  F=zr.Cos.u  y   &  Sin.  ^=:rrSîn.i# ,  &   par  con- 

&quent  ^  -f  ^  V  —  i  =zr.  Cos.  »  'zt  ^*  Sin.  u  y  —  i ,  eit 


iuppofànt  que  les*  arcs  F  8c  u^  font  fembiabltes ,  (U  d'uif 
même   nombre  de   degrés*.    Car  &  Ton   prend^  l'arc  F 

dans    mx    cercle^   dont    De  rayon;  f^=:.\l aa-^bb  y  & 

qu'on  feflé  Cbs^^=r/r,  or  aura  Sin»  F=:  V  rr—  (Cos.  r) 

^=:\  aa-^bb — aa=z-by  &  les  arcs  T,.  &  «,.  étane 
{emblables ,  on  aunk  i:  r=G)s.»:  Cos.^=r.  Cos.-»- 
&  i:  r=  Sin..«:.Sin.F=:r,  Ski.ir.   Dbnc  r;  Cos.  «  db  r. 


Sm.»V — I  =  Cos,r-:±  Sin.r.V — i  C  ^  Fr  D. 

c 

CoROLLAiRC;   1,    Lorfque    nous    avons    dbmon- 
tii  qïie  toute  quantité  imaginaire,   peut  (e  réduire  à- 

k  fonne  iW-+JVV— fy  M  Se  N  étant  des  quantités 

îédl«s^  on  doit  iuppoTéJr  que  M  $i  N^  peuvent  suffi 

il 
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être  =  o  ^    Car  il  eft  (évident  que  ^  Y  —  x ,  ne  peut 

k  réduire  à  la  forme  ilf -4-  N\  —i  ,  "k  moins  que  l'on 
ne  fuppoiç  M=^Oy  iSc  ^=^;  puifqu  autrement  dans 

l'équaîion    M-^N  y  "^i  =1  b^  —  i  ,    la  quantité 

réelle  M-,  feroit  égale  "k  l'imaginaire  b--Ny-^i  ;  ce 
qui  eft  contrïuli£loâre  • 

et 

Corollaire  2.    Pui/que   nous  avons   démontré 
que  Tare  *  =  '^— iz-^  X  (Co&i^T+SiiLi*  V'— i  )  j 

en  multipliant  de  part  &  d'autre  par  rn^  on  aura  r;iii 


Sin.i^V~i)         ""%  «c(Cos.iir±Sin.»\/"--i)--' 


:=^  ,  quantité  toute  réelle,  lorfijue  r^  n^  u  font 
réelles.  Or  la  qijantité  ikfH-JVV  —  i  pouvant  tou- 
jours   fe  réduire   ^   la  forme  rCos.i*HhrSîn.i^ V  —  i. 


on  aura 

r 


-— h-V— I   =  Cos. «H-  Sin.«V 


^^ty/^i     en  faifant  4=-   &  ^  =  -:   d'où  Y 

7  n  y  J 


^  on 


7-rii 


tire  (<f-^^V~i)  =  ^'*",  quantité   toute 

réelle  •      Ponc     lors     qu  oo     dit     quQ    la     quantité 
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fa-i-ty — i)  ;  peut  toujours  Ce  réduire  k  h 

fonne  M-+N\  —  i,  quelque  "fbit  m,  on  doit  enten- 


dre que  m  étant  une  quantité  réelle  =3+;  y»,  N";  fera 

^,  dans  la  formule  AT -f- N^  V  — 'i  ;  ce  quil  £uit  biea 
oblêrvér. 

Remarque  *  On  peut  démontrer  par  les  princi- 
pes précédais  le  célèbre  Théorème  de  M/  Gates,  & 
quoique  nous  n'en  faifions  dans  la  iuite  aucun  uÊige, 
Nous  ne  devons  pas  omettre  une  pn^[K)fition  aufll  £i- 
meufe*  Soit  Tare  fimple  A  y  le  double  Cofîous  ou  la 
corde  du  complément  de  cet  arc  n^  ibit  lare  multiple 
nAy  dont  la  corde  du  complément ,  ou  le  double  Q> 
finus  zc.  Se  foit  le  diamètre  ir,  on  aura  le  double 
Cofinus,  ou  la  corde  du  complément  pour  les  arcs  mul- 
tiples * 

o-//=2r 

iAz=,n 

2.^=*^— '2r*  \    =  2cr*"*' 

Conune  on  le  déduit  aifément  des  premières  Ar- 
ticles de  ce  Chapitre,  &  comme  il  efl:  démontré  dans 
tous  \t!&  Livres  de  Trigonométrie.  En  getieral  Téquation 
entre    n  corde  du  complément  de  Tare  fimple  A^  £e 
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zcy  «elle  M  complément  de  l'arc  multiple  nuf^  fer» 


J5e:_îl  2r.r 

Si  ott  fubfiitue  dws  les  équatioas  «des  aces  œntûv 
pies  rexpréflioa  «-+'—,  i  la  place  de  J»y  on  aura  pour 
les  doubles  Cofiuus  d?   o^^  i-rf',  2-^^  3^,  &c.  Ces 

f^  r^  f^ 

autres  valeurs  ir,  «-+ — •«*  — i — 4*  «'  •H-~-&C4     H 


«  «^  «= 


«ft   clair  par  la  loi   de  cettç   progréiTioQ   que  pour  ex- 
primer le  rapport   eutre    le    double   Cofmus   du    eom- 

plemeat    a;-*-  -  dp  T  arc  ^1    &  -celui  du    comjje- 


meut  d'up  arc  multiple  nA^  on  aura  :&' 


r»* 


îcr*^^,    ou    %*"  -4-  jcr^^^T^  -+•  r^"  =:  o*     Or   oïl 
voit  que  cette  équation  eft  compofée  de  faéleun  ou  ra- 

tînes,  «-*- — 'X*    «-^-r  — *'•   %'-♦•-  -—;»''  &ç.    au 

* 

Ittombre   de   «,   les  valeurs    x^   96  y  x"  &c*   dénotant  les 
doubles  Cofinus^  ou  les  cordes  de  complément  des  arcs 

A^  ^-f-— ,  ^-+— ,  ^-*- —  &c.    2C  défigoant  la 


circonférence  du  cercle,  &  ^  Tare  dont  le  multipte 
nA  aura  la  corde  du  complément,  ou  le  double  Co(l« 
nus  =::;=  2  c\    Il  eft  donc  évident  que  l'équacion  préce- 


\ 
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dtnte  tft  Wi  produit  de  trinômes   tels  que  «%— «xz^^ 
^^^  ^2:— -M'%-^rr   &c*   au  nombre  ^le  n  maintenant^ 
foit  fait  i'FiQ.^.)SO=::zy  SA^=:r^  SP  leCofinus,  ou 

la  demicofde  du  complément  de  lare  AB ,  ou  A:=: - x , 


on  aura  OB^  ==  «*  — .  x«  -1-  r*  ;    dou   il  fuit    que 


l'équation  %^z+icr'    '«•-♦•r**  =  o,   cft  le   produit 

de  tous  les  quarrés  comme  OB^  •  Ce  qui  donne  le 
Théorème  de  M'  Cotes.  Car  fi  on  fuppofe  dans  Té- 
quatioD  précédente^  r=—r^  hypotefe  qui  renferme  que 
la  demicirconférence  eft  coupée  en  parties  égales  au 
siOintN-e  dt  n^  &  par  ^confequent  la  circonférence  entiè- 
re au  uombi?e  ^t  m^  les  Xy  x\  x  &c«  donneront  les 
doubles  C jfinus  des  arcs  A^  ^A^  ^A^  jA  &c  puifque 

c 
dans  ce  cas   -  ^=zA.  Donc  les  produits  »*  — •«%-4-rr, 

%%— x'«-H-rr  &c  dénotent  les  quarrés  des  droites  im- 
paires OB^  ODj  OF  &C.  Si  on  extrait  la  racine  quar- 

rée  dex*"  z+ic/^^^z"  -4-r**=:o,  on  aura  «*  t'*  = 
OBX  ODXOHX  OK  .  De  la  même  manière 
fai/ant  dans  Téquation  — »-r=:— «-r,  ce  qui  emporte  que 
la  circonférence  entière  2  c  eft  coupée  en  parties  égales 
au  nombre  de  »^  les  jv,  a^',  x  &c.  defigneront  les 
doubles  Cofious  des  arcs  lA^  4,  A  y  6Ay  SA  &c.  puif- 
que dans  ce  cas  A:=zoy  ou  û  Ion  veut  z=zlf^;  le  Co- 


I 

L 
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fînus  de  l'un   &  de  l'autre  étant  --¥r.    Donc  les  pro- 
duits trinômes  x-A—i-xK'+Tr  &c  dénotent  les  quarrés 
des  droites  paires  OC,  OE,  OG  &c,  &  en  extraiant 

la  racinequarrée,  onaura  s'-rt-r"  ==  OC.  OE.  OA,  & 

multipliant  eniêmble  ks  deux  équations  (  x"  -f  r"  )  par 

x'  — r"  ,  on  aura  »"— r"  =  OB.  OC.OD OK. 

QA   équation    qui  renferme    le  Théorème    que   nous 
nous  'étions  propofé  de  démontrer. 


TlamàcIIPa^c  i3  4. 


,  - 


1 1 . 
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C  H  APITRE    I  Va 

Du  Calcul  intégral  des  fraSiions 

rationelles  • 


CIL 


N 


ous  nous  propofbns  d^ns  ce  chapitre  d*  inté- 
grer ab/ô/ument,  ou  par  les  Tabies  des  Sinus   <k  à» 

L(^arithmes   la  fiaétion  — -—  réduite  a  lès  moindres  ter« 

mes  y  dans  la  quelle  P  &  j^  font  des  quantités  compo^ 
séosy  comme  on  voudra ,  de  confiantes  &  des  puiflànces 
de  9c  avec  des  expolans  en  nombres  entiers.  Nous  ne 
padefions  point  du  cas  ou  le  numérateur  Pdx  eft  ^ett 
raiibn  donnée  a  la  différentielle  ^J^du  dénominateur; 
car  nous  avons  démontré  (Art^XL.)  qu  alors  Tintégra- 

le  de  —^^  ou  de    ^        eft  égale  au  Logarithme  hy- 

perix>lîque  de  j^^  suiltiplié  par  la  conilante  a^  où  que 

CIIL 

Il  eft  évident  dans  notre  fiippofitîon  que  P8c^ 
peuvent  toujours  le  réduire  a  des  quantités  de  la  forme^ 


ziS         Elemens  du  CâLCUL  dtte'gral 


C  «""-H-Sce.  dans  les;  quelles  -rf;B,C,J5:,F,G,  &c  font 
des  conikntes.  pofitives.  ou  négatives^  &  les  expofans 
myfiypyKjtJiyfyicc.  dcs  nottibres  entiers  pofitife,.  ou  ze- 
10^  dfi  fi>rte  q^ue  la  fra£tioa  ratiooelle  PJm  pourra  tou- 

|our&  eire  expnmee  par =:? 

Ax^d'x  Bx"^  dx- 


■Hr&Ct  Car  s^^iï  fe  trouvok   dans 


f  *^  H-  F  «^  H-  c  x^^  &c. 

Pouj^une  puiflance'  de»,  dont  Texpolant  fut  un  nom- 
Bre  entier  negatiTy  comme  tT"^^  ou  le  rendroit  facile^ 
polîtif,   en  multipliant  -P&j^par  x"*'^;    ce  qui 


me^  changeront  point  la.  valeur  de  la  fra£lion 


Td'X 


Par  exemple,  luppole  que  — =         ■     ■  ; 

si. 


en  multipiraiit  le  munerateur  5c:  le  denonïidïiteur  par 
IV     on  auroit  -— -  =s — — ■'■   ■  j  oc  fi  «çres 

cette  multîpUcatîoii  fexpofaat  »--*i4.  etoît  encore  nega^ 

tify 
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lîf,  on  pourroît  le   rendre  pofitif  par  une  autre  multi- 
plication. Mais  lors  quil  y  a  plufieurs  expofans  négatifs 

es  »  dans  la  fraâioa  ——-  y  on  peut  les  rendre  tous  poG* 

tlÊ  par  une  (êule  multiplication;  on  n  a  pour  cela  qu'a 
{»endre  le  plus  grand  e>:po^t  négatif  dex,  que   nous 

fuppoferons  — !  ■■  '  f »  &  multiplier  P&j^  par  *"*"'• 

CIV. 
-    On  voit  parce  que  nous  venons  de  diiv  que  pour 

P  Jx 

intégrer  la  fira£lioo  —r-»  îl  Suffit   àc    trouver  fepare* 


ment  les  intégrales  des  fni6lioiK     '  ^ 

y  Sec   &  d' en  faire   la   fbmme  ; 


^nft  toufe  la  difficulté  ie  réduit  a  trouver  Tint^rale 


•^J^ 


de  la  fracUoa  ratioixlle  -*_— ^l..ll_— — »  y  dans  la 

çuelk  le  numérateur  n  a  qu'un  terme  &  tous  les  expo*^ 
ikns  ^>^9f^)')&c«,  font  des  nombres  entiers  poTitifs,  ou 
zéro.  On  peitt  méme^  en  fuppoiant  que  A  eft  le  plus 
grand  expo(anc  des   puîflances  de  n  dans    le   denomîna* 

teuTy  Élire  en  forte  que  cette  plus  haute  puîflance  x^  n« 

S 


^,_ 
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foit  multipliée  que  pâf  -H^  i;  il  n'ya  pour  ce  la  qu^a 
divifer  le  numérateur  3c  le  deaominateur  de  ia  fra- 

ftion  par  le  coeficieat  >B ,  ce  ^ui  ioimen  — ^ —  2=: 
ai.!         — - — — — ^  jEt  fiomme  ja  ((uiflante   ^    qui 

multiplie  la  difT^reatielle,  se  fait  point  de  difficulté  dans 
r  intégration ,  il  jie  js'agiia  pbw  que  d'intégrer  Ja  fraâion 

rationelle  ' —  »   ■■     ^  f  ,  dans  Ja  quelle  f^^^  &c# 

font  des  confiantes  quelconques^  ^  Jes  expofans  p^^^A^y 
f^&ç»  des  nombres  entiers  pc^iti&i  ou  zéro» 

C  V, 

I^ORS  quel'expofant  p^  àt  »  dans  le  numérateur 

à  d%^  n  eft  pas  plus  petit  que  ï  expolànt  A  de  la  plus- 
haute    puiiTance    de    ^    dans    Je    dénominateur  ,     il 

faut  diviser  Je  numemtenr  n  an  ^^i   le   dénominateur 


pt^^fn'^(ycp^d^  continuer  la  divifion  jufqua  ce  qu 
on  parvienne  a  un  reile ,  dans  lequel  ï  expolant  de  la 
plus  haute  puiflance  de  n  foit  plus  petit  que  A,  On 


partagera  par  cette  divifion  la  diférentielle 


X  J  9 
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en  deux  parties,  dont  k  prière  fé»   le^  quotient 

n      du — -f*  dn-^&Cj  &  k  (êconde  (éra  le 

refte  de  k  dîvifîoa,  dafl?  lequel  Texpolânc  de  k  plus 
haute  pQÎ£&nee  de  m  av  mimeiateur  fera  plus  petit  que 
A,  &  qui  pourrsi  ié  redune  it  uoe^  ou  a  plufîeuis  fra^ 

âioas  ratîonelles  de  k  forme  de  - — — ï .Or 

«^ -*■/*" -*^  «'-#'  ^, 


pour»   toujours    trouver  F  intégrale  — 


-«x 


?— » 

/«•-^'-**-^' 


JcCr  de  k  prem^e  partie  ;  &  il  ne 
reftera  plus  qu'a  chercher  Tint^grale  des  fiaâioas  rattooel- 

lesdekfbrme  ■  ■■  ■    ,oude         "         * 


*  "♦'/■»  ■*'^»  -*.<3>'ft.  *  -♦•/«  -'■f  -♦'<î''r» 


puilque  k  conftinte  r  ne  î»xt  point  de  difficulté'. 
Exemple.  Four  trouver  Tint^rale  de  k  fraftion 

latioDcIIe  — 7-— ,  on  diviiéra  le  numcrat^  parole  de- 


«'—4 


nomînateur  ;    &    on   aua =«V» -f'4<f « -4- 

•jjT— ;  par  cooieqaent  S,  —-—--= — ^^n^/^L* 
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C  V  I. 

Il   n'eft  donc  plus  queftioa  que  de  trouver  Tin* 

te  9é  H 

téerale  de  h  dîfFérçntielle  -—- ,  dans   la 

qualle  tous  les  cxpofants  A^  ft,  t,  A— ^,  &c#  font  des 
nombres  entien  -ou  zéro ,  &  A  T  expofant  de  la  plus 
haute  puifTance  de  x  dans  le  dénominateur.  Nous  don- 
nerons premièrement  les  règles  pour  intégrer  cette  fra- 
ôioQ,  Ion  que  fon  dénominateur  eft  une  puifTance  ra- 
tionelle   d'un  binôme  ou   d'un  trinôme  du  premier    8c 


du   fécond   degrés,   comme    (a^^bx)  ,  (  ax-i^èxxy^ 

(/t-^^bxx  y  ^  (iï— 4-^^-4-r  xxY  ^  V  expofant  n  «tant  un 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  &  ^y^y^  ^^^  confiantes 
quelconques  ou  z^ro«  . 

Nous  fuppoferons  en  fuite  que  le  dénominateur  <c^ 


/;ip''-f-^  — H&c.  étant  le  produit  de  plufieurs  puifTances 
rationelles  de  binômes  &  trinômes  du  premier  &  du 
fécond  degrés,  on  cormoiiTe  tous  ks  facteurs;  nous  par- 


^ — ^ , 


^gérons  la  fra6lion  -; — ;; :; —    en  plufieurs  au- 

** -k/jr** -h^jc' -♦-&C.  ^ 

très  iracliôns  rationelles,  dont  chacune  ri  aura  pour  dé- 
nominateur qu  un  de  ces  fafteurs;  &  nous  trouverons 
les  intégrales  de  ces  fraftions  par  les  règles  précédentes  » 
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Enfin  quelque  foit  le  dénominateur  x^ -+/;»'' H-^  x^^Scc. 
nous  chercherons  la  'manière  de  le  refoudre  en  fafteurs 
de  Tefpece  que  nous  venons  de  dire;  par  ou  nous  au- 
rons le  moyen  d'intégrer  abfolument,  ou  par  les  tables 
des  finus  &  des   logarithmes  la  fra£lioa  rationelle  pro- 

posée     — . 

Nous  divîferons  ce  chapitre  pour  une  plus  grande 
clarté  en  trois  articles  # 


ARTICLE  PREMIER. 

Trouver  T intégrale  d'une  fraflion  différentielle^  lors- 
que fon  dénominateur  eft  une  puiflànce  rationelle  d'un  bi- 
nôme ou  dftin  trinôme  du  premier  &  du  fécond  degrés,  com- 
me y-+/jif)*,  (ax'^ii$M)^y(a^t'ètcxy^(a^èx^^cxxyy 
r  expofânt  n  étant  un  nombre  entier,  pofitif,  ou  zé- 
ro^ &  4^  ^,  c  des  confiantes  quelconques  ou  zero« 

CVIL 

Problème.  I.  Trouver  T  intégrale  de  la  fraflîoa 
rationelle  — -*  aScl^  étant  des  confiantes  quel- 


Z  —  M 


conques . 

En    fuppofant  a^+hx=:Zj   on    aura  «f=^^^, 

rf«=:4L  ,  &-i^  =  im>:^-l ,  dont  on  trouvera 
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l'intégrale  abfblument  ou  par  les:  logarithmes  y  en  de* 

veI<^»Qt  la  pui(&nce  (x—— 4;*^;   cotamç  aoas.  l' avoas 
(feja  demoQtré  (Art,  Lxxvr.)» 

CVIII, 
Problème  IL   Trouver  T  intégrale  de  la  frafltort 
ixtionelle       ■  ï  expo&it  m  étant  ^v&  petit  c[ue 


p'^ity  ou  que  Texpofânr  de  la  plus  haute  puiflance  de 
M  dans  le  dénominateur  développé** 

Puis  que — — — — =; —       "^ — ,  la  fra£lioa  pro- 


posée  s' intéjgre  par  le  problème  précèdent,  lorfque  Tex:-- 
poiânt  w,  n'eft;  pas  plus  petit  que  p;  &  (I  m  dk  plus 

petit  que  ^,  en  Êiâânt  p—'nnz^fy  on  aura  - 


■■^— ^ 


M*  {a-t-B  »y 


Or  cette  fia£Hon  (ê  réduit  Ji  la  Ibrme 


de  celle  du  problème  précèdent ,  en  £u(ant  «c 


I 


^— f  r  Car  oa  trouve  par  cette  fûppoiïtîon  y  J^«  ==  - 
rr^jr    *(<»/— H^)  ;  par  conféquenc 


(sj^tf         i^J^-^iy 
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forme  que  ceUe  àa  problème  précèdent ,  Se  ^u  on  po- 
urra intégrer  <le  la  même  manière  ;  puiique  q  8cn  étant 
des  nombres  entiers  poiitife,  Texpo&nt  ^-4-»'-— 2  iên 
auili  un  nombre  entier  poûâf,  ou  zéro»  Donc  &c 

CIX. 
Co&oiLAiiLfi  L  La  ùiSâoa  radonelle  .-~^! — l—- > 
'  *    '       9  eft  la  même  que— —^5 — - — ,«n  met- 


tant  n  au  lieu  ait  p  dans  celle-<i;  on  l'iat^^donc  de 
k  même  manière. 

C  X 

C0S.0LLAIRE  II.    Puiique  pour  réduire  la  fiaStion 
— ; — -  'k  la    forme    ,  il  feut  (ûppoi^r 

« = - ,   OU  /  =: »*■'  ;  &  qu en  fuite  pour  intégrer  la 

fraction  —^ : — ^  oar  le  Problème  L:  il  faut  encore 

fuppofér  af^+ù=zz^  ou  /= ;  on  abrégeia  k  cal- 


cul  en  fuppoiànt   cTabord    ^  =  ^ — ,    ou  x=-^cr 
a(z — hy^^  ;  d*ou  Ton  tirera  dx:=:—aJz(% — ^)'^*  > 


•^— 1^(«;— ^n ,  ^-»-*«=^^(«— *r' .  ('^-^-^^y 


K'i=za 
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=y»  («— ^;      :  &  enfin -=— rT~» 

qo^oa  intégrera  par  le  Problème  i»*'  ea  devélopant  h 
puiflanee  («■— ^)      """  . 

CXI, 

Lemme.    Lît  fiaélron  ratîonelte  ■■'  — ^.  àcB 

la  quelle  /)  &  q  font  des  nombres  entiers  pofitifs  quel* 
conques  &  la  confiante  a  pofitive,  ou  n^ative,  peut 
toujours  (t  réduire  k  la  fuite  finie  des  fra£lioQs  rationelles 


a^dx 


(«'-^^) 


♦-♦•J 


&a 


•^  x^dx  j  adx  r 

Démonstration  .     =:rf^— =  j;^ 

XX  -f-i»  XX  -K« 


C»*-H*).» 


XX-*-i* 
XX 


(  I ~  I  ;    &c.    par    où   Ton    voit    évidemment 


qu'en  i^ifant  pour  abréger,  ^«f-*-^=rjBy  on  aura  gène- 

,  x^^  dx  ,     f  a\P 

ralement  =rfxl  i— •■j  j  •    Or  on  trtxive  par 

.  ixK-^é^y  ^    .     -*  -*  ^, 

le  bl« 
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le  bf nome  de  Newton  dxfi^ 

-5)-''''   *  -*• 

p.f — I      a^dx        p^p-^lp — 2    a^dx 

!•    2*              ^*                I  •    2 .        J           ^> 

1-  &c.  Donc— î^ — ^ — 

»VJ:r                          x^Nx 

^Jf         psdx     ^  p.p — I 

(«-^^y  X(»*-^^)'         B^.B' 

"^  b'      jb^-^*    *  I.    2  ' 

a^dx         p.p^^\,p—x     rn^dx     ^   ç_ 

fuite  qui  fiuira,  comme 

le  binôme  de  Newton,  au  terme  dont  le  coefficient 
deviendra  zéro.    C  ^  F.  D. 

CXII. 

Corollaire.    Lors  qu'on  aura  trouvé  Tintégrale 
de  la  fra£tion  .  dans  laquelle  Texpofant  n,  eft 

un  nombre  entier  pofitif  quelconque;  on  pourra  aulTi 
trouver  Tintégniie  de  la  fra£lion  rationelle  , 

qui  eft  égale  \  une  fuite  finie   de  fraélions,  qui   font 

dit 

chacune   de  la  forme   de  la  fraélion  •  en  fub- 

ft'tuant  au  lieu  de  »,  les  expofans  q^  ^H-i,^-f-2, 
f*+3  &c.,  &  en  multipliant  par  une  confiante  donnée. 

CXIIL 
Problème  III.    Trouver  l'intégrale  de  la  fra£lion 

ï*tion«Ile    — ,  dans  k  quelle   l'expcfant  m  eft 


%^^  Eî-EMEN$    PirCAtCUL  JMTÇQRAl. 

]un  nombre  impair  plus  petit   que  irty  les  .confiantes « 
/ty  Sç  jk  .ayant  des  fignes  quelconques. 

Puiique   m   e(l   un   nonibre   impair^   nous  le  pou*- 
yons  fuppofer  ==;  2  ^  -+  i ,  p  ^tant  .un  oonjbre  sentier , 

,ou  zéro ,    &  la   fraélion   '- /èra 


.    0r  fin  Éûiànt  ,a-^hitjif:=;:%^  on  .aur»  >»» 


ia^txf)-- 


*  M       ^  b  i^a-i^xx)" 

.. T — ,  .diffl^rentîelle  quon  peut  toujcurs  îaté- 

grer  abfolunient    X)u  par  les  jogaritluoes ,  foajinie  4aas 
le  Problème  J.«    C.  ^  F,  D, 

flxEMPLE^  Si  Ton  veut  iat^grer .1*  fraâion^^^-^ — ..  .  ■■■  ^ 

pn  la  çoniparera  avec  la  formule  «eaerale . ..x..'.    ' .  ■  ; 

.&  on   .aura    2/>h-i=^3)  p=;:i,  »==2,  k^=^i^  ^  = 


Ij    atr^xx^I,    J)0UC  • 


/f*H;l  » 


■*^ 


z 


\ j zii^-^^—^^-^^—^y  jîout  r  intégrale  cft';* 
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CXÎV. 

F&OBLEME   IV.   Intégrer    la   fra£lion  mtioiieliff 
m..'^" —  ,  p  etSLût  m  nombre  eHtier  pfus  petit  ^e 

»,  OU  zéro,  8c  les  confiantes'  a  y.  f  ayant  des  iigiTe^ 
contraires  « 

Dans  cette  fuppofitibn ,  le  dénominateur  fera  (a-^è  xx)' , 

Ou  (^«jr— <»)"■;  or/»— »^**=r— '5(«r*— j);^*#— /r=î 
*S-^(**— 'T');  Scenfaifànt  j=rrr,  la'  fra£tibn  propoCée 

fera  r± ^^—^ —  *  lï  ne'  s'agit  donc  plus:  que  d' iii' 

té^er  la  fira^on  rfr — *  .*.  ■■ ,  otf  — -^^ — î —  ;   car 

y(tt-rry  (xx—rr)' 

la  codfïantetfr—  ne  fait  point  de  diflficuïté^  dans  T  inté- 
gration «  En  mettant  /)  -f  ^  au  lieu  de  n  dans  la  demie- 
tefraftion^  elle  deviendra:  n — ' — ^ ^  &  cefle-<i  fe  re- 

duîrtt  a  la  fuite  finie  — — î^ — ^,^— ^I — î[! — .^liîZll 

{x3f — rry        (*«  — rr)^"*^*         x.    2. 


&C.J  en  met- 

tant— rr au  lieu  cle  a  dans   la    formule  du   Lemme 
(cxi.)r  II  neft:  donc  plus  queftïofl  que  de  T  intégration 
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de  chaque  terme  de  cette  fuite  pour  avoir  celle  de  li 
fraélion  proposée.  Or  chacun  de  ces  termes  fe  réduit  a 

la  forme  de     ,  .,  ^  f  8^  m  étant  des  nombres 

entiers  pofitifs  ou  zéro,  &  ^  une  confiante,  il  ne  nous 
refte  donc  qu'a  chercher  1*  intégrale  de 


d* 


Or  MH-~^rr:=i{  »— r  )X  (*"*•*"))   par  confequent 

dx  dx  or 

;  ^  en  fuppo- 


fant  w— r=:«,  on  aura  dit=^d»,x-hr=iz-^2ry  la 
|v«.      ±1 i^ 

qu'on  intégrera  par  le  problème   2.  C.  J^  F.  D. 

cxv. 

Corollaire  •    SI  dans  la  fra£lloa 


( XX  —  rr) 

on  fuppofc  dabord^=:rf -^^^  j;    en  faifant   les   fubfti 

dx 


tutîons  neceflaîres,  on  trouvera 


(«X— rr)^"*'» 


^         ^ —  ;  car  pmfque  x  =  2s-4-r,  &  que  pour 

dz 

réduire  la  fra6lioa  -— rz rrz  ^  a  la  forme  du  pro- 


blême  i,«^  il  faut  fuppofer  xzzzy    ',ou/=:»    *,  d'  ou 
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*0û  tire   -rrrz r~z= :  &auaDres 

il  Eut  encore  fùppofer  i  -4-  2  r/  =  » ,  d' ou  l' on  tire  y 


-  =  — ;  on  aura  x  =: ,  &  % 

i> — -4- r  =  ^^^ = r  (  î^^^  )  :  &  en  fubftituant  — '  au 
»*wx  de  /  dans  la  fiaétion  "ZLJll ^   elle  devient 

(  I  H- »  rjf  )t-^'» 

Exemple  .  Pour  trouver  V  intégrale  de  la  fia^Uoa 
,  on  la  réduira  d'abord  par  la  formule  duLem« 

(4f«—  I  )» 

me  (Art.I.^*^)  a  ces  deux  fraftions 


«»— X         (jrr  — x)** 
du 


r  intégrale  de  la  première  S.  -— ï-=:-£.l=i=  î- 


i(«— •!  )  — j'-'^'  (  *  •^"  J^  )  •    P^^    trouver  T  intégrale 
^e  la  féconde  fraéUon  ; ,  on  la  comparera  avec 

la  formule  générale : — ;  &  on  aura   2  =:q 


j»  -♦•  1 


•+W,  r=z  I ,  &  en  faifant  m  = 


»: 

sr 

«—  I 

on 

- 

•</«(«—'] 

0* 

j5,o  ^      Elem^hs  «p.u  ÇaJiPul  .hjtte'gral 


grale  eft  -»-  -s  -+  -  .  i.  j*  -^"  r--  En  mettant au  lieu 

^c  «V  on auraSv =r—  .  L  \   1  — ♦"r-: -^ 

8(«— 1)         4       ^  ^  4  ^ 

<»^  ^        jc  </  ar  ^       dx 

Donc  5.  ■  ■  =  5^. 


-0- 

X 

2(rjr— 0* 

5".  - 

dx 

-^-^L, 

—  £.(«— 'l)— '-rlN{*-HKl) 


CXVI. 
Froulzme  V.  Trouver  rint^rale  de  h  fra^ïoir 

ratknDelIe ^ ,  ^  étant  un  nombre  entier  quel- 

conque  polîtif,  ou  zéro,  n  va  nombre  quelconque  entier 
pofitif  plus  grande  que  />;  &  les  confiantes  ay6  ayant  les 
mêmes  fignesr 

Puifque  a-+bH^=zl;(^'^x^\=:è(KX^f-rr)  erf 
Êufant  ^=zrrj   on  aura  (^-+'^;r;»^)''rr^'^(**— Hrr)'', 
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«- T^"^"::;; t"^==^ -^  «0  lai- 

fant  p^qz=n,.  Dou  il  fuit  .^ue  pur  intégrer  jla  fra- 
•^on  propofée,  il  fuffit  quon  iàcbe    intégrer   wceUe-ci 

*  Or  Ja  fraélioo 


.-p — ^^— ^î -4-  .&c.,  «n  fubftUHaut  — 1-  rr  jaulieu  xle 

>ï,  dans  la  formule  générale  du  Lemme  (Art*  Cxl)  Il 
jie  jQous  refte   donc  qu V  trouver  le  moyen  d*  intégrer 

toutes  les  frayions  de  Ja  forme  — — —  ^  dans  ia-quel- 

le  m  eft  un  nombre  entier  poCtif  quelconque*   Et  puis 
que  5  étant   un  arc  de   cercle  au   rayon  r   &  dont  la 

tangente  eft  x.  on  a  Js  ^z--^ ^  comme  nous  Ta- 


vons  démontré  ailleurs;  — —=>  — ^  ^  &  — ^  =  S. 


ât  A 

*  Il  nous  refte  donc  a  intégrer  la  fra£Hon 


lors  que  m  eft  plus  grand  que  V  unité . 

dx  X  (îw— j) 


(JCjr^rr)*        2it(jii— i)  {xx^rr)'^—'  2fr(»i-i) 

• —  ,  puis  qii'  en  prennant  les  différentiel- 

\5,5  de  part  &  d*  autre ,  on  Us  trouve  égales .  On  aura 


S. 
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donc  r  intégrale  S.  — —     Ion  ou  on   aura   trouve 

S*  Z ;r*7  ;    d©   même    on   trouvera  ccUc-ci  lors 

quon  connoitra  S.  ,  .    ;  &  ainfî  <îe  fuite.  Or 

comme  m  eft  un  nombre  entier  pofitif  plus  grand  que 
r  unité ,  en  retranchant  fucceffivement  les  nombres  1,2, 
394) S)  ^^*   ^^  Texpofant  m^  on   parviendra  enfin  a 

r  intégrale  S^ ^ =  —  >  d'  ou  on  remontra    fuc- 

cefllvemeat  aux  intégrales  (uperieurs  5.  •  &c. 

&  en  fin  (»  parviendra  a  T  intégrale  proposée  f 


On  pourra  donc  toujours  intégrer  en  partie  abfolument 
&  en  partie  par  la  re£lification  du  cercle,  ou  par  les 

tables  des  tangentes ,    la  différentielle  ;  après 

quoi  on  aura  de  la  même  manière  T  intégrale  de   la 
fra£lion ^ y  &  celle  de  la  proposée 


C.  j^  F.  D. 

CXVIL 

Corollaire  x«  En  fubftituant  m— *i  au  lieu  de  m, 
dans  la  formule  S.  — — — -  r=: 


^XM^rrf^  îxrr(iff  — xX^af-f-rr) 


M-ifcl 
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H*      T"^^  >^^z '^'zr^y  o^  ^^  déduit  cette  fecoa- 

de   formule   5". 


f^'^-^)       5,^ lf[ ^  j^   fubftituant  de   mé- 


irrim — ^2)  (jrxH-rr)' 

me  ni"i  au  lieu  de /if dans  cette  féconde  formule,  on 
aura   cette    z^^^  formule  SL = 


^"«  •• 


En  continuant  de  même  a  fubiUtuerm— laa  lieu  de  m  y 
dans  la  3^  {ormxdcy  on  trouvera  une  quatrième  formu- 
le qui  exprimera  le  valeur  de  S.  ;  &  en  fub* 

ftituanm— 'lau  lieu  de  m  dans  ta  4^  formule  on  trou- 
vent  la   cinquième  qui   exprimera  la  valeur  de 

s.  ————— .  &  aînfi  de  fuite .  On  pourra  continuer 
jusqu'à  ce  quon  (bit  arrivé  a  la  formule  5*, =  —  • 

'      *  1  jTAr  -«-rit  .     rr 

Mais  on  peut  abréger  ces  formules,  en  exprimant  xjt 
'^rr  parc;w— i^m — 2>»>— J^w— 4  &c*  par  AyÂ!^ 
-/^,-^&crc(peélivement,&  2^—3,  2^1—5,2;)^ — 7, 
zm-'^phc  par  B,B',B'^,jr&c.;  &  on  aura  la  table 
fuîvante  qu'on  pourra  continuer  aîfément  autant  qu  on 
voudra  • 
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I.      S. 


II.     S, 


m  s. 


IV.  s. 


V.      5. 


dK 


jn^^i 


jm » 


Jm 


.m 


/■  zrrAç 


xtrA^^—^ 


dx  n 


dx    s 

*  xx'^rr         rr 


B        ^      dx 


1^^  • 


w— .1  %ff  A        ^'■— * 


B'       ^     dx 

S. 


dx  X 


«.» 


tr         dx 

tr/C        ^'"— > 
B"      ^      J* 


^" 


5. 


irrA"^-*        a"^  *"-* 


CXVIIL 


Corollaire  JI.  Puifque  par  la  formule  II.  on 


B 


ac  -ZJL=z -^-^ 7>S ,  on  aura  — 


dx 


Bx 


M_y,_£^:  &  en  fub- 


I  jm 


^— •  4rM>ff 


4  r*>€  4'         f ' 


.■»—.» 


dx 


ftituant  cettç  valeur  dans  la  première  formule  S,  — ;7 


%rfAç 


vante  {K)  S. 


*    s,  '' 


%trA 


«-,1  > 


on  aura  la  formule  fui- 


dx 


m*n 


Bx 


m.«.I 


irrAç 


t      jnmmmm% 


i^f^A.A'*ç   ""' 
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s  ■■        •  Maïs  par  k  formule  lîL  S. 


t — *• -r,  •S. 9  par  coniequenr  

zrrA'r—^  ^^^^        e"—^  ^  ^  ^  ^r^A.A 

^      ât  S.B^t  B.B\B"     ^     dx         , 

S. = —  nm — H — 5V ;  donc  cil 

^"— *  i/A.A.A'<r—^  %rU.A!A"      c"*— '  ' 


fubftîtuant  cette  valeur  dans  la  formule  K ,  on  aura  (  £  ) 


B.B'.B"       ^      dx 


S. 


On   trouvera  de   même  par  la  formule  IV.  celle 
qui  fuit  (M)  S^  —  = 


B.  Bf.  X  B.  W.  B'x  B.  B\  B".  BT' 


iér 


S.  — '- ,  On  voir  £udlement  la  manière  de  trouver  les 

autres  formules,  pour  former  la.  table  fui  vante  ^  qu'on 
peut  aifément  continuer. 
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I.  s. 


4  m 


m  s. 


d* 


ÎVS. 


d» 


* 


<  d* 

s. 


zttA        c 
Bx 


•••-I 


s. 


Z  f  tAç"^  -•         4  r*  A.Ar-^        ^  r ♦  A.A*        ^  -* 
«  Jl«  B.B't 


B.  B\  B»"      _      Jx 

S. 


'^f*^'*-! 


$f  Bx 


BB'x 


B.B\B\ 


B'.B.B^'B'^      ^      dx 

.  5^. 

X  Bx  B.ÏÏx 


I 


B.^B'x  B.B'B"B^x 


i6f*  Aj(  yf  A' <r-*         l%i*^AA  AT  AT  AT' e' 


I  r%»  n»!  dW 


B.B'B  B"B 


ixt^""  A  A  A"  A""' A^''     '  ^'"-»* 


3cç. 


>'»!■»  I        t      '<■ 


«■■M* 


CXIX. 

Corollaire  III.  En  fubftituant  fuccéflivement 
dans  ces  formules  i  >  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  &c.  au  lieu  de  m  ^ 
on  forme  la  Table  fuivante,  qu'on  pourra  facilement 
continuer  autant  qu'on  voudra. 
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'Jt57 


ff^-^i  ^  &  5*« 


M   iBH    — ^—^rnn     »  ■    ^.^ 


OT 


dx 


,  &S*. 


jr«-4-rr  rr 


dx 


(jTJP-frr)* 


arr(jrjr-4-rr) 


ai* 


J* 


Wi  I   .Aj   &  S» 


</x 


(x»-^rr)* 


*  7» 


I  » 

.8 


^=5  y  8çS. 


dx 


(xxH^rry 


105*  I  o  j./ 


.8 


3  84r"^ 
9» 


fn^j^o  )  oC  S^i 


</« 


1  or  /(*«-*■»•  O'  ^®'*  (««"•■'  ')* 

^ -  — — -   ■ 


(««-►rr)^ 


48or*  {xx-^rry       ipior^  (*x-^rr)* 
945* 


+ 


P45.J 


5840»^"  C«*  -+  rr )       j84o-  J'** 


^1»— "■•• 
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fraaî 


K^Pdx 


on  la  comparera  avec  la  formule  générale    ; 

&on  aura  2^=4,  p=^Zj  /-t-f  =3^  ^=^^5  **='> 

Or     on 


trouve  par  les  formules  du  Corollaire  III."^  S. ==: 

X  arc  de  cercle  dont   le  rayon  i,   &  la   tangente  «r; 

^        dx  — IX  %s  ^   — X  dx 

-        ''         ■  ^'^  .    Donc  s-    '*''      — 


>f  jf  j  r  j.  X  8 


8(x«-4-i)  a 


cxx. 


Problème  VL    Trouver  Tîntégrale  de  la  fraétiod 
latîonelle •  m  ic  n   étant    de$  nombres 

(^H-^XH-CXX)*    ^ 

pofîtîis  quelconques  y  8c  ay  hy  c  des  confiantes  pofitîves 
ou  négatives» 

-^-H-  —  -4-x*  j     en 

^.-.  *  Sx  bt 

fajlant  ^-t y  :5:î«  on  aura  x;f-* ï =««, 

2C '  C  ^CC 


I 
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in  it  ist  M   hb  a 


»^  \« 


■>• 


Or  en  devélopant  le  numérateur  {«r~ — j  ^  on 

réduit  cette  fra6^îon  a  une  fuite  finie  d^autres  fra- 
ctions  rationélles,  dont  chacune   a  pour  dénominateur 

c"  r  «  %  —H  —  — j   ,  &  qu  on  pourra  intégrer  fc- 

parement    par  les   Problèmes   précedens,    félon    que  la 

a  bb 

quantité  — — —  fera  pditive,  ou  négative.     C.  j^ 

CXXI. 

Corollaire*    Donc  on  pourra  toujours  intégrer 
abfolument  ou  par  les  Tables  des  Sinus  &  Logaritlimes 

la  fraftion  rationélle   ^ ,    les   cxpofans  w, 

»  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  &  les  con- 
fiantes ^,  ^,  r  des  quantités  quelconques^  pofîtives,  ou 
négatives,  ou  zéro;   car  les  intégrales,   que  nous  avons 


1^0  Elemems  du  Calcul  imte^gral 

trouvées  dans  les  Problèmes  précédents  font  toutes  des 
quantités  algébriques  finies^  ou  elles  fe  trouvent  par  les 
Tables  dés  Sinus ^  &  Logarithmes* 


ARTICLE  SECOND. 

Le    dénominateur   *^ -+/«»'" -+^'-*-  Sec*   étant    la 

produk  d%  plufîeurs  puiflances  ratioaélles  de  binô- 
mes y  &  trinômes  du  premier  &  du  fécond  degré , 
dont   on  connoîfle    tous  les  fafteurs,   dîvifér  la  fra6lfon 


en    plufieurs   fraflions    rationélles  , 

chacune  des  quelles  n?aura  pour  dénominateur  qu'un  de 
ces  Éiéleurs,  &  trouver  les  intégrales  de  ces  fraftions 
par  les  règles  de  TArticIe  L^ 

CXXIL 

Préparation    pour    les    Problèmes    fuîvans .     Nbu» 

fuppoferons  que  dans  la  fra£iioa   rationélle   ,   tous 

les  expofans  de  «,  &  de  fes  fondions  font  des  nom- 
bres entiers  pofitifs,  flc  que  Texpofant  de  la  plus  haute 
puîflànce  de  «  dans  le  dénominateur  j^  développé  étant 
A;  Fexpofant  de  la  plus  haute  puiflance  de  x  dans  P 
ii*eft  pas   plus  grand  que  A—^i;  autrement   il   faudrwt 

divifer 
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divifer  P  par  ^  jufqu'k  cç  qu'on  arrivât  k  une  refte 
qui  eût  cette  condition,  comme  nous  lavons  expliqué 
ci-defliis  (Art.  cv»).    Nous  fuppoferons   encore  P=H 


Ly  MyT  étant  des   quantités  confiantes  ou  zéro;  & 

j^=:  (a-^x)X  (c-^x)'"  X «ccX  (/-+?**)*  X  (é-^K^xf 

X(^-^fix-i-tx*y  X  Sec  y  c'eft  k  dire  que  le  deno- 
minateur  ^  eft  le  produit  de  plufieurs  binômes,  ou 
trinômes  du  h" y  ou  II.«  degrés,  ou  de  leurs  puiflànces 
rationélles;  'a y  è,  r,  <r,  /,  &c  étant  des  conftantes 
quelconques  ou  zéro,  &  les  expolàns  m,  «y  p,  qy  &c 
des  nombres  entiers  pofitî&,  ou  zéro* 

Pour  rendre   les  calculs  plus  funples,   nous  obfer-f 

veroas  que/»-»-^ji=^r-~-+4cj;f-i-r»=rf~-+»^; 

il  fuit  que  le  produit  {a-^x)  X  (r-H?»)*'  X  (f-^-gtx)' 
X  {b^Kx»Y  X  (f-Hi)c-^fxxfx8cc=s(b(r  g" id't^ 8cc) 


X  (-7--+ 7--f<»x^    X  Sec.  donc  fi  cm  fait  le  pro- 
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duit  confiant  hc^/K''t^=N,  8c  ^uon  mette  dans 
les  binômes,  &  trinômes  les  lettres  4,  ^,  f,  ^yfygy 

8cc  au  lieu  des  faaions  -^,  ~-,  -j-,  -j,  —,  -^&c 
on  au»  ^=32Srx  (--»-»)  X  (^'-^*rX(^-*-«*)" 


X  ((THK**/  X  {f-i-gM-^nnf  X  &Ç.  &  en  fuppo- 
iknt  r=  (4-+*),  (^-»-*r,  (f-+xx)"  .{e-^nnf  . 
(/-♦■^ *-••**)  &c;  on  aura  ^==:isr,r,  &  ""o"^^ 
— ^.  Il  fufi&ra  donc  de  chercher  l'intégmle  de  la  fia- 
fHçn  —zr ,  qu'oB  divifer»  en  fuite  par  ^  pour  avoir 
i'iotégrale  S,  -^» 

CXXIII. 
Problème  I.    Trouver  l'iot^rale  de  Ja  fra£lîon 


atrm^^immi''mm^m^t^^i^^i9mrt 


ration^Ue  "tt-^^, h.»). (*^»)V(f -«'»),(*-►«).  cs>'f. 
<lans  bquelle  le  dénominateur  V  tfeft  compofé  que  de 
faveurs  binômes  du  premier  degré,  tous  différcns  & 
premiers  entreux, 

Premieue  Méthode,   i.^   Suppofez  — 

.&C.J  ^,  B,  C,  £  &c.  étant 


^ 

«-«■« 


B  C  E 


des  numérateurs  conftans  quil  faut  déterminer  • 


I 


1 

m 

I 
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io  Redluiiez  toutes  ces  iraâkxB  au  même  deoo» 
mînateur  r,  pour  avoir  P  ==  ^*  (  ^ —h  ji  ) ,,  (  r -h  «  ) .  (^-H-x) 
Scc-f-B.  (4-4-x),  (cr-hx),  (r-4-'x).&c.-HC  (ii--4-x). 

3^  A/ouc^z  eafemble  tous  ces  produits  dévelop- 
pés en  prenant  pour  ua  féuf  terme  la  ibmme  de  ceux 
dans  lesquels  la  lettre  x  a  le  même  expoiaut)  &  e^* 
lez  ce  terme  a  celui  du  numérateur  P,  ou  x  a  le  mé^ 
me  expofant  ^  ou  faites  le  égal  a  zéro,  s' il  ne  le  trou* 
ve  aucun  terme  de  même  expolant  dans  Pt  Vous  aurés 
par  ik  autant  d' équations  fimples  qu  il  y  a  de  nume^ 
rateurs  indéterminés  Ay  B,  C^Ey  &a 

4  ?  En  comparant  ces  équations  y  vous  détermine* 
res   les   différentes   valeurs   de   Ay  S^  Cy  E  &:c.  que 

VOUS  fubftîtuerés  dans  les  ira£iions  (eparées h  , 

&c«  ^  &   vous  aurez  ï  intégrale  5*. 


Pdr 


m^m 


^A.L^a-^x-^B.L,  b^^ti  ^^C.L,  c-^x -k- E, 


JL  r-+-«-i-&c.  C.  j^  F.  D. 

Exemple  I.  Soit  r=(i»-+-A»).(^-i-x),  &P= 
H-^Kx^  HouK  pouvant  être  zéro.  Car  P  ne  peut 

€tr«=:  H-l-if«-4- !.»*-+•  &c.,   puifque  le   plws  grand 
expo&nr  de  «  dans  le  dénominateur  f  devekppé ,  On 

dans  <i^-4'4«-t-^«-H-i(*, étant  2,  (on  plus  grand  ex- 
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poiànt  dans  P  be  peut  point  furpafler  F  unité.  On  aun 


parconfcqucntP=H-4-liL*=:^^-i-i5^-+(-4'-kJ5)j^; 
d'où  Ton  tire  les  deux  équations  ^^ M- j5^  =  H, ^(^ 
B)if^=zKM^  ou  A^^Bz=zK;  &  par  les  règles  or- 


dinaires-^=5 —r %  &  B  =5 7-»  En  fubflituant 


ces  valeurs  de^&  deJ?  dans  la  quantité  AsL^  a^-^x 


H^Ka      ^     T^  H-^KÙ 


B.L.  b-^x  on  aura  •  L.   a-^x  h -— •  JU 


^H-^    pour  r  iotégrale  de    la    différentielle    proposée 

Hdx-^Kxix 
Q,^x).{6^x)' 

EXEMPX^E   î*  Soit   r=(tf-l-af)»(A-*-.«),(c-4-x), 

Bc  P=zH-*'Kx^Lx^=:z  A.  (  ^-+x).  (c-+ x) --I-  A 

(4-l-*).(r-l-;tf)-+C(/f-»-;tf).(*-H-x)z=. 

jf^x  *  -+  ^  A  X  H-  Ai^  c 

Bj»x  — I-  Bax--^  Bai 

--t-Bcx 
Cxx  -4-  C ax  -HrCah 

On  aura  ^onc  ces  trois  équations  ^^f-+jBrj^-+ 
Cab=H;  Ab-+4c-^Ba^Bc-+Ca^Cb=:Ki^ 
^-+B-+C=;X.  Bour  trouver  plus  facilement  les  va- 


\ 
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leurs  de  jf^B,C  multipliez  tous  les  termes  cle  la  (iè« 
conde  équation  par  l'indéterminée  m,  &  tous  les  ter- 
mes de  la  3  «  équation  par  1*  indéterminée  »  ;  &  écri- 
vez les  négativement  fous  la  1 1    équation  en  cette  forte 

jf  l>  c -^  Ba  c -i- Ca  b=:zH 
—  Ab  m^—  Bam—  C  a  m  "i 
—'Acm — Bcm-—Cbmy     """* 

En  fuite  pour  trouver  la  valeur  de-rf",  faites  B^è 
— Bam — Bcm^Bft=zo,  d(,Cah — Cam — Cbm-^ 
Cn=:zo,  par  confequent  Ah  c  ^-^Ab  m  —  Acm  —  An 
^=zH-^Km^-Ln.  Vous aurés par  la  I *  équation  rfc—« 
am — cmzzzHy  &  par  la  II»  ab-^am^-bm:=a;Jùac 
ac — cm=ab — bm^  ac-^abzzzcm — bm^  &  en  divi- 
lànt  par  c — b^m^=iaiScnz=zab'-^aa — ba:=z  —  4a, 
SubiHtuant  ces  valeurs  de  m  A:  de  »  dans  T  équation  Abc 
T'-^lf^^'^^cm^^AttzzsiH'^Km'^Ln^  on  trouve 
Abc^Aba-^Aca^Aaa.=:zH^Ka-^Laay^A^:z 

{i^a).   (c— *)     * 

Pour  trouver  la  valeur  de  £  faites  ^^  r — ^^  m— 
Acm-^An^zo^Cab-rrCam^-^Cbm — Cn=zo,  & 
Bac — Bam^Bcm^Bti=zH — Km — Z, »;  vous  trou- 
vères i»=*,ii=^J*,  &5=~=^i^:ii^.  Enfin 

(4— *).(f— *) 

pour  trouver  la  valeur  de  C,  on  fuppoièra -4"^  f — Abm^^ 
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Acm  — -/fif  =0,  Bac  —  Bam-'^Bcm^^  Bn  =o,  & 

En  (ubftituant  ces  valeius  de^^ByC  dooslaquaii' 
tité  ^.JL4-+«~f-B.£.^-(-«-+C.Zor.4*«  y    on    aura 


l'intégrale  de  la  difgrentieUepropofife  ^^^^^'^Zz"{f^^ , 


HyKjL  étant  des  confiantes  quelconques  ou  zeror 

SECONDE    METHODE»   Suppofànt    tOUJOUlS    Pz=rlî 


p 

«) .  (  ^ -f  *) ,  (  c-i- «  )  (  r-#-»)  &c^ -— 


— —  Hf hScc^v  par  confcqucnt  Pz=zA(b-^n), 

(^-Hr),(c-*-ir)&c.,  pour  detçnainér  la  valeur  de  -<f 


dans  la  fîaélîoa         »,  nous  ferons =1ÎL  =r  C^—f*). 


(c-h«).(*-*^).&:.,&S'=F(r-*'x),(r-i-i»)afc 
C(^-*-jr).(r-i-«)&c -*»i?(^-*-i»).(f-*-»)&c,  d'où 


Ton  tîreR(rf-4'*)  =rr,---  =  -r h  —» 1 
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5=  — rr""* =  ~^ —  y  A  caufe  de  F^zRfa.^ 

m)  .  Donc  la  quantité  P  —  AR  eft  exaf^ement  divifible 
par  x-4-i^)  puifque  le  quotient  de  cette  divifimi  eft  S 
=:B(cH-j«),(^-l-;i)&c--+C(^-4-j»).(r-4-«)&c-*- 
&C,;  par  confcqucnt  fi  Ton  confidere  1^^  quantité  i'—^K 
comme  une  équation  dont  Y  inconue  eft  n^  en  i&iiànt 
P-^AR^o^  X'+a=zo  fera  une  des  racines  de  cette 
équation  9  &  en  fubftituant  —^  a  zn  lieu  de  m  dans  la 
quantité  P-^ARy  elle  s'  avanouïra,   &  on  aura  AR 

=:Py  ou  A^=  —  •  Donc  pour  trouver  la  valeur  du 
numérateur  Aàe  h  fraâion — — '^  on  na  qua  prendre 

y 

,  k  fubftituer  '—  a  adîeu  de  j»  dans  le  Au* 


P 


merateur  P  &  le  dénominateur  R  de  la  fraction         ^ 
&  on  aura  alon  A=z  -—  .  On  opérera  de  la  même  ma- 

nîerc  pour  trouver  le  numérateur  B  de  la  fra^on  7 ^^ 

en  prennant  R  =  -r &:  en  fubftituant  — «^  au  lieu 

de  «  dans  la  fmélion  *T*<lui  par  lli  devindra  égale  aB; 

on  trouvera;  de  même  la  valeur'  de  C,  en  fuke  celle  de 
£  &c,  comme  on  le  voit  dans  ta  tcUe  fuivante. 


idS 
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H— iC« H- L«»  — Mii» -^ d^-r.. ... -4.T^ 


B: 


(if  —  tf).(*— #).(*— if)  C?'^. 


Le  dernier  terme  Tx^'^' z  le  figne  — *•  lorfque  \ 
eft  un  nombre  impair  ;  &  le  figue  — '  lorfque  A  eft  iia 
nombre  pair. 

Trosieme   METHODE.   Puîrque  la   valeur  de  ^ 

A  P 

dans  la  fraélioa cft  troujours  -— -  y  en  fuppoiantil=z 


&  en  fubflituant  —  if  au  lieu  de  x  dans  P  &  dans  R , 


ou  en   fai(ànt  ir 


tf==oj   on  aura  aufli  A 


y  8cA F=zP(a^9$)y  dans  les  mcmes  fup- 


pofitions.  Donc  en  prenant  les  difTérentielles  de  part  & 
d'  autre,  on  zxxtîi  AdV=:{a-^x).  dP-^Pdn=zPdx 
a  caufe  de  la  fuppofition  de  x^a:=zo.  Or  puis  queK 
r=(4—f'Ji).(^—»-*).(r—*-,v).(^— »-*)&€.,  on  auràdF 
:=zdx  (^— H^f).  (r-f-x).  (  ^-l-x)  &c. -♦-^«(  ^-+«  )• 

8cc 
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(c— i-x),(^-4-»)&c.,  car4-+«f  etantrzro,  tous  les  ter- 
mes dx  (4-4-^  )  .  (rH-«)*  (^-4-*)  &C. ,  dx  {a^+x). 
(i-4.jf).  (r-f  x)&c.,  OU  le  fafteur  a^\^x  fe  trouve, 
s'  evanouïflent ,  &  il  ne  refte  que  la  difTérentielie  d  x 
(^-+«).(cH-*)*(^-f *)&c.=^F.  On  aura  donc  A 

PJx  P 

=  -—7-  =  .    ■    ,  . r—. r-T—  après   avoir  fubftitué 

— /T  au  lieu  de  x  dans  le  numérateur  P  8c  dans  le  dé- 
nominateur (^— Hj).(r-+«^).(r-4.K)&c.,  ce  qui  don- 


ne  jf=z ,,    '  ^  r r-7 ^^"  comme  on 

r  a  déjà  trouvé  par  la  féconde  méthode . 

Exemple  I.  On  veut  trouver  Tintégrale  de  la  fra- 

cuon -— -— -— •  En  comparant  le 

numérateur  (3 — j^x^)dx  avec  le  numérateur  (H— i-X^ 


^Lx^-\-Mx^^&c.. ..  .^Tm^~^)dx  delà  formule 
générale,  on  trouve  ii=:3,liC=o,L=— 4,M=o, 
T  ==i  0  ;  &  en  comparant  le  dénominateur  (  i  -+  x  )  • 
(— 'i-+x).(2-+«).(  3-4-«)  avec  le  dénominateur 
(^-i-x).(é>-*-x)»(c-*-j»).(^-+«)  de  la  formule  gé- 
nérale, on  trouve  ^=1  ,^=— ^i  ,r=:2,^=:3.  Sub- 
ftituant  toutes  ces  valeun  dans  les  formules  trouvées  par 

la  féconde  méthode,  on  trouve  ^~^^_,)",1^^)!(,_^5 

Y 
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-_JL.  c-  "•^^^* =--,  &£= 

^^^'*  y..  Donc  r  intégrale    de  la 


(*—*)•(*-'')•('— O        * 


Exemple  2.  Pour  intégrer  la  fraftion  rationelle 
4«^«-.-5«*^» ^  fj^jjj^  yçjiuire  fon  deno- 

jninateur  a  la  forme  du  dénominateur  (/ï-4-«).(^-4-»). 


(c^x)  de  la  formule  générale  ^^^^^^^^^^j^^^^^^jce 


qui  eft  facile,  puifque  i — «= — iX( — i-4-*),tf 
3*=3,  (z-t-«),  10 — 5*=— 5.  (— 2-4-«);  * 
(i— «),  (tf-1-3^).  ^ïo — 5»)=i5.  ( — 1-+*). 
/j-^.^),^— 2-+j»)j  qui  a  la  forme  requife.  On  aura  donc 

/^xdx-*-^^dx  {4X-*-ix*)dx 

(i— «).(<-+ J*).(lo  —  $  x)        X5.(— »  H- x).  (»-»-*). (—»-»■»)> 

&  on  cherchera  T  intégrale  de  la  fra6Uon 

-. (4»-»^«  ;  ,'^ :,  qu'on  divifera  en  fuite  par 

15.  On  trouve  Jf^=:o,iiL=4,L=5;  i»=— i,^  =  i, 
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2:  aou  Ion  tire  ^=77 — r-; ^==*"t:; — - 


3,S 


^Kb-^Lb^      •      — 8-^ao 


it 


(-'-^)-(^-*)       -?X-4 


12 


I 


> 


— /fr-i-Ltf*  -^8-+'20        xS 


(-»— 0-(*— O         iX*        ^ 


— •=7;-^.jL.^-j-«— »-B 


L.l^'+X''^C.LC'~ir9$=Z'^^.L.X — I— Xji 


L  «  —  2 .  Donc  en   dî vifânt  par    1 5  ^  T  intégrale  de  la 


»     F  .^TT    .    7 


fraélion  propofée  fera  — -jL* — i— •—•.£«?— *-2-i-  ^ 


L.  *  — •  2  • 


CXXIV. 


Pdst 

Corollaire  L  La  fraélion  rationclle -— pourra 

toujours  s'intégrer  par  les  formules  précédentes,  lorsque 
fon  dénominateur  F  n'aura  pour  faâeurs  que  des  binô- 
mes fimples  premiers  entreux,  ou  des  binômes  &  tri- 
nomes  du  fécond' degré  auifipremien  entreux  &redu£li- 
bles  aux  binômes  fimples;  tels  que  (ont  tous  les  binô- 
mes qui  ont  la  forme  de xx— ;&,—♦- iJ  étant  une  quan- 
tité  réelle  &  pofitive,  &  tous  les  trinômes  qui  ont  la 
forme   de  **— h/x-— g,  ou  b  forme  de  «ir— »-/x-^^ 

pourvu  que  -*  jf  (bit  plus  grand  que  g  ;  f  étant  dans  ces 
deux  trinômes  une  quantité  pofitive  ou  négative, /&  |[ 
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des  quantités  réelles.    Car   le  binôme  ««— ./5  =  (ii 
V^)x(*— V-^);  le  trinôme  *x— ♦•/«— g  =  r« 

trinôme  »»*-H/«»-t-J?  =  (*'^"';/-*"  y   Vjf— ^)  X 

une    quantité  réelle   lorfque  ^   cft   pofitive  ;   mais 
\/  ^ff — g  n eft  une  quantité  réelle  que  dans  le  Cas  de 

-^ff^gj  autrement  elle  eft  imaginaire .   Donc   fi   dans 

P  dx 

la  fraélion  rationelle  — — -  le  dénominateur  F=:(i^—4-;f)# 
(*-+x)  &c.(—'J^-+xx).('^K-hxx)&c.(^g^f:t 


x).( — L— r-wx-4-xx)ÔV.(P— hw*-*-«x),  — 


nn 


étant  plus  grand  que  P  dans  le  dernier  trinôme;  On 
pourra  toujours  intégrer  cette  fraftion  par  les  formules 
précédentes^  en  faifant  les  fiibftitutions  des  produits  des 
binômes  fimples  au  lieu  des  binômes  &  trinômes  du 
2«,  degré*;  pourvu  qu après  ces  fiibftitutions,  tous  les 
binômes  fimples  &  réels,  dont  le  dénominateur  F  fera 
compofé,  foient  tous  différens  &  premiers  entréux.  Par 
exemple  fi  le  dénominateur f^etoit  (2-+-jc)(—i— *-**). 
( — d-+«p-+x^),  on  le  reduiroit  a  la  forme  requife  ea 
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fubftltuant  (i-+^)( — 1-+-^)  au  lieu  de  —  i-h-x^, 
&  (3-+-x).( — 2-+x)  au  lieu  de  (  —  tf-4-x-H-xx); 
&  on  auroit  F=(2— h^).Ci-*-x).( — i-+-;c).(3-4-x). 
(— 2— ♦"»),  quantité  compofce  de  binômes  fimples,  réels, 
&  tous  premiers  entr'eux» 

cxxv. 

Corollaire  II.  Lorfque  dans  la  fraftion  ratio- 

„     Pdx  r         r^   ^  A  B  C 

nclle on  a  luppole 


&c.  — *-  -T  5  J^  étant  composé  de  fafteurs,  qui  font  des 

binômes  ou  trinômes  îrredu6libles  du  2^  ^^g^^i  ûu  des 
puifiances  rationelles  de  différentes  fortes  de  binômes  ou 
trinômes  du  i  ^r  ou  du  2 1  degrez  ;  &   S'  pouvant  etra 


exprimée  par  la  fuite  K" '-4*  jK' x -H- jL'«* —H  M*  »•—*•&(:• 
dans  laquelle  Texpofant  de  la  plus  haute  puiflànce  de 
X,  eft  moindre  que  celui  de  la  plus  haute  puiflance  dans 
le  dénominateur  J^;  on  pourra  toujours  déterminer  par 
la  féconde  ou  par  la  troifieme  méthode  les  valeurs  des 
confiantes  indéterminées  AyByCjScc  ou  les  numera* 
teurs  des  fraftions  dont  les  dénominateurs  ^-hx,^—hx, 
r—f-x,  &c.  font  des  binômes  fimples  &  premiers  entreux. 


Car  cm  trouve  par  la  féconde  méthode  -/f  =  — ,  en  faî- 
fant  R=z y  &  en  fubftituant — a  au  lieu  de  x  dans 
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P  V 

P8c  dans  -R:& £=-— ,  en  faifant  iî  =  -7 &  en  fub- 

ftituant  —  b  au  lieu  de  x  dans  P  &  dans  R;  8cc. 

Soit  par  exemple  ^=(tf-*-Af).(^— hx).(o-4-»«), 


„       p  H^Kx  A  B  S' 

&  -— = — - — =: Ht • ;    on    trouvera 

P  H  -^  Kx 

par  la   féconde   méthode    A=z—=z— — , r  = 

:   B=z- ; -rr  :     par     conlcquent 


«MB*<^a 


lors  qu  on  aura  fubflitué  les  valeurs  trouvées  de  A  y  & 
de  jB  dans  le  numérateur  de  cette  fra£lion ,  ii  fera 
éxaélement  divifîble  par  fbn  dénominateur  (^— Hx) 
(^*4-Af),&  le  quotient  fera  la  valeur  de  S  iàns  fra* 
âioos^  ce  qui  doit  toujours  arriver,  puis  quon  fuppofe 

p 
dans   tous   les  cas,  que   la  fraflion   rationélle  —    doit 

être  partagée  en  d'autres  fra6lions,  dont  les  l'umérateurs 
foient   fans   fraflions  ,   &   par  conféquent   c'     la   forme 

l/',-4-K'ac— nL'^^—J-ifcfit'— ♦-  &c  jy  dans  la  quelle 
H\  K'y  L\  M\  &c*  font  des  quantités  co  '^  i.^es,  ou 
zéro. 
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CXXVL 

Corollaire  III.    Dans  la  fuppofitioa  du  Corol- 
laire  psécedent   on  a  l'intégrale  S.  -jjr-  ^=.  A,L.  a-^x  ^♦t 

B.L.^~fx-4-C.L.c-l-«-+  &c  -hS". -jgT.     Lors  donc 

qu'on  aura  déterminé  les  valeurs  de  A,  B,  C,  &c.  par 
le   même    Corollaire ,  il  ne   reftera    plus    qu'à    trou- 

S'dx 

ver  l'intégrale    de  la    fraélion  rationélle    —^9  ^  ^^ant 

z^tr-i-K'x-i-L'it*  -t-Af*'  -+  &c.  &  ^  étant  = 
. a —  .    Ainfi  loHque  le  dénominateur 

V  de  la  £ra£lion  —^  eft  compofé  en  partie  de  binô- 
mes fîmples  et  premiers  cntr'eux ,  &  en  partie  d'au- 
très  binômes,  ou  trinômes  irredu£libles  du  a*  -degré, 
ou  des  puiflânces  des  binômes  fimples,  ou  des  binômes 
8c  trinômes  du  2«.  degré,  les  binômes  fimples  ne  fe- 
ront plus  de  difficulté. 

REMARauE.    On    peut    appliquer    les    méthodes 

du  Problème  premier  \  la  fraaion  —,  lors  même  que 

fon-  dénominateur  V  a  pour  fâHeurs  des  binômes  ou 
trinômes  irreduaibles  du  fécond  degré.  Il  n'y  a  pour 
«U  qu k  decompofer  ces  binômes,  ou  trinômes  dans 
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leurs  £i£leurs  imaginaires  ^  &  trouver  en  fuite  par  les 
formules  du  Problème  les  indéterminées,  qui  doivent 
fervir  de  numérateurs  aux  fra£lions  partielles,  &  enfin 
prendre   la  fomme   de   ces   fraélions  •    Si   Ton  a ,   par 

exemple,  ^^^--^^i-—^,  on  fuppofera  ^,^,^1,^,^ 

A  B  C  ABC 


y 


*-^-^         x^^—c       X— ^3;        *-*-^         «-^w        '-'" 


en  faifant  mz=:^ — r,  &  — m=z — >/ — c.  on  trou- 
vera en  fuite  par  Tune  des  méthodes  du  premier  Pro- 
blème les  valeurs  des  indéterminées  A  y  B^  C;  celles 
de  B,  &  C  contiendront  des  imaginaires;    Mais  fi  Ton 

prend    la    fomme    des    fraftions    : — %    r;3ir* 

toutes   les  imaginaires   difparoitront,   &   Ton   aura   une 

fraftion   de  la  forme  ' •  F*  &  G  étant  des  con- 

fiantes.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  fur 
cette  méthode,  qui  eft  fouvent  fort  embaraflante  dans 
la  pratique* 

CXXVIL 
Problème  IL    Trouver  Fintégrale  de  la  fraftion 

p  A  X 

rationélle  -^j  le   dénominateur   V  étant   compofé  de 

Wnomes  &  trinômes  irreduélibles  du  fécond  degré/ ou 
étant  =(//-*•««»). (^-f  *«).  &c  X  {ç-¥eK-^)sx), 

pRE* 
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P  A-t-Bx 


Premiers  méthode  I»     fuppofez 


XX 


&c. 1.- j.  &c.:  -^,B, 


i-hxx  c-^ex-^MX  f-k-gx-^xx 

CyEyFyGy  &C.  étant  des  confiantes  quil  faut  déter- 
miner. 2^  Reduifèz  toutes  ces  fractions  au  même  dé- 
nominateur r  pour  avoir  -P=  (-^— »-jB*)»  (^-♦•««). 

Gj^)  •  (ii-+»«)  •  Çif^i.xx)%  (/-*-g«^-+xx)  -+  (F'-+ 

30  Développez  tous  ces  produits  &  faites  en  la 
fomme  en  prenant  pour  un  feul  terme  tous  ceux  dans 
lefquels  T  expofant  de  x  eft  le  méme^  &  égalez  ce 
terme  a  celui  du  numérateur  P  ou  x  a  le  même  expo- 
fant^ ou  faites  le  égal  a  zéro,  s'il  ne  fè  trouve  aucun 
terme  correfpondant  dans  P.  Vous  aures  par  la  autant 
d'équations  fîmples  qu'il  y  a  de  confiantes  AyB^C^E^ 
FyGyScc.  a  déterminer  par  la  comparaifon  de  ces  equa* 
tions,  comme  dans  la  première  méthode  du  problème 
L  qui  efl  la  même  que  ccUe^i  • 

Exemple   foit    r=(/j-+xx)  •  (^-+rx-4-xx)^ 

P=:H-+Kx-+Lx*^Mx%    &      '  '*'^*' 


^  49  -4-  X» 


;   par  confequent  P=5  (^-+Bx),  (^-4t« 


ex  -^  XX 


xx)  -1-  (Ch-£x)  •  (tf  H-xx) 
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9^  El  d  99  "^  E  9Ç    • 

On  aurjdonc  ces  4.  ç({mzions  A b  ^^  C a:=2  H ^  Ac 
Bb'^Ea=K^A'^Bc^-hC=zI,^B^  £=:5M;parles 
«juelles  on  trouvera 


^■ 


B 


4f 


-  • 

-  I*     1.^   I      II.    m         I    I  ■  ..1-  ■■■    I—  Il     9 

■  .  .  .  m        I         ■ 

Apres  avoir  4et9rnîiné  les  valeurs  des  confiantes, 


.^,j5,C,£,F^G^8fç.,  on  les  fubftitqera  dans  les  fractions  fe- 

Xh-Bx      C-i-r*         F-i-G»         ç  o  /'/^x 

parées  r--^ ,-7 ,- ,  &c.  ;  &  çommfi  ~— - 

AâX'¥Bxèx  Cdpc^Exdx  T4x-^Gxdx  ^ 


"^        0-¥i$%  b-r^xx  Ç  -r^ex  ^  xjç 

Adx  Bxdx  Cdx  Fxdx  Fdx 


IPf   ^^"     J    ■        I  M.        ■"■     ^^N       1»  ■*■■■  ■  — 


4f-irXf  ^'i'X^f  if^XX  Ù-^XTÇ  Ç  ^fX^XX 

"^—^ h&ç,.  On  aura  T intégrale  cherchées".-—-, 

en  prenant  la  fomnie  des  intégrales  de  chacune  des  fraélions 
feparées,  qu  ou  trouvera  en  partie  par  les  logarithmes, 
&  en  partie  par  la  quadrature  du  cercle  ou  par  les  tables 
des  fmus ,  comme  nous  T  avons  démontré  précédemment • 
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Dans  r  exemple  proposé  on  aura -^^= -^^^-4- 

Bxdx  CJx  SxJx 

;  Or  on   fcait  que 


XX        ù-^cx-^xx  t^ex-^xx 

Adx      «   AS 

a 


r  latérale  de  la  fiailion ^eft  ~,  S  étant  un  arc 

m 

de  cercle  dont  la  tangente  eft  «  &  le  rayon  ^T-.  l'in- 
tégrale de  la  fraélion  —*— L  eft  -  5.  £..»-»-**  -   &  ainfi 


des  autres. 

Seconde  Méthode  pour  déterminer  les^,5,C, 

EyF^G  8cc  Suppolbns  toujours  P^H-^Kx-^LK^-t- 

(f-^5x-4-xx)&c.>4=^LrfL--^.£iîi£f-^^:î£l, 

i^  ^-hJT*  b^xx  c^tx^xx 

F'  -•-  G'  jf 

&€•  Si  Ton  veut  déterminer  les  conftan- 


■fcM^^^t*^ 


f-^gX  —  JTJf 

tes  A  8c  B  dans  le  numérateur  de  la  fi^^on . 

s-t-xx    ' 

on  fuppofeiall= zsC^ -+»«).  (c^^eM-hxx), 

(/-4-^»-f.»af)&c&— -  =  -Il-i-|.--'  par  ou  l'on 

f^  a-*-x»  H   '   * 


aura 


<-»-** 


=  5*=  (C— f-£x).  (c-+'tfA>'-+«x) 

XX  )  &c.  -4- (P'  H-G'x  )  (  h  -*.**»)  (  f-4-  tf  *  -l-x*  )  5CC.-+&C.  ; 
parcon(équent/*~f««eft  undivifeur  exa£l  de  la  quantité 
P'^R(A-^Bx);  donc  fi  on   confiderc  cette  quantité 


\ 
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comme  une  e<|uation  dont  Y  inconnue  eft  « ,  en  faifant 
$z=zo^  ou  afjip=:— /i,  ou  «  =  z±V  — ^>&  fublK- 


tuant  — i-V— "^&  en  fuite  — V—^au  lieu  de  x  dans 
la  même  quantité,  on  aura  deux  équations  ^  par  les 
quelles  on  déterminera  les  valeurs  de  ^  &  de  B.  Suppo- 

fons  pour  plus  de  facilité  m=:  \  —  a^  &  qu  en  fubfti- 
taant  m  au  lieu  de  m  dans  P~-2Î  (^-+-jB«),  on  ait 
Fequation  P — ii (-^— h-B  m)  z=o ,  &  qu  en  fubRi tuant  — m 
au  lieu  de  m  y  P  devient^,  &-R  devient  r,  de  forte  qu'on 
ait  r  autre  équation  ^— r(-^— Bw)=o,  on  trouvera 

par  la  première  équation  -4'-4-Bw  =::-—,  &  par  la  fé- 
conde >f—J?w=:  — d'où  Fou  tire  par  l'addition   2  A 

'       —     '^^^*  &  par  la  fouftraélion  2 Bm=: 


R  r  Rr 

—  &  2  B  =: r^^ — ,  ou  aura  donc-^=: ^— . 

&5=s ^ — .  On  raifonera  de  même  pour  trouver 

les    confiantes  F  &  G  du   numérateur    de   la  fraftion 
«   en   luppolant  K=i  ^  &  —  =:: 

-H- —  ;  par  ou  l'on  aura  P—- 15.  (F-+G#) 

p 

=0,  OU  P— hG#=-—  en  fubftituant  au  lieu  de  x  les 
deux  racines   que  donne  1'  équation  ««-f'^«-+r=9| 
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qui    font  ^  =—-j  ^-4-  ^i^^w<  &;»:=— «r 


\/ l^ee^^^Cy  (juoo  peut  reprefenter  par  m  &  par  ». 
On  peut  auffi  réduire  r  équation  F -♦•  G  j»= —  a  k  forme 


R 

p 


de  l'autre  -^-+5«=~,  en  faifant  #s=:«— —^  &  en 
écrivant  par  tout  % ^  au   lieu  de  m  dans  la  pre» 


miere  équation,  ce  qui  donnera  F'-+G«= — en  fup- 


p 
pofant  jF^=;;F— .i  Gr, 


Exemple  .  On  a  fupposé  ,,  —  .    _  , 

&  on  veut  trouver  les  valeun  de  A  Sa  de  B.  on  aura  P 

ap«),jRr=:r-4-^»-*-xif,&^=  -  ^'^J — en  fubiHtuant;il 

%  Rf 

=V — azvL  lieu  de  n  dans  P  &  dans  H,  &— w= 

— V — i»  au  lieu  de  »  dans  ^&r.  Or  par  la  i«  fub- 

ftitution  P = H-4- X  w -♦•  L  »f  *-4- Af w^ ,  R = r -4- tf  w -»• 
mm;  par  la  2;  fubftitution  P=  H-^  Km^^-Lm^-^ 
Mm^yTzzzc — <em~^mm;  par  confequent  Pr  =  (H-+ 
Km-^Lm*'-^ Mm^) ,  (c-¥mm-^em),  &  pR={H 
-^Km-irLm* -^Mm^)  X  (c'+mm-^em) *  Lafonune  de 
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CCS  deux  produits  Pr-^pR^=zzH{c^^mm)  —zKemm 
'^zLm*  (c^^mm)  —2  Mrne.  Le  produit  iir=(r -+ 


2ilr 


c  -f-mifi  ''^eemm 


:=:A  &  en  fubftltuant  la  valeur  —  if  au  lieu  de  mm^oïi 

H{e — a)^Kfa  —  La{c — a)  —  Maae 

trouve  A=z  ■  1 comme  par 

la  I  «  méthode*  Pour  trouver  la  valeur  de  B  =    ^    , 

%m  Rr 

on  fubilituira  ;?iau  lieu  de  x  dansP  &  dans  R  8c — m 
au   lieu  de   jt  dans  p  &  dans  r;   ce   qui  donnera  Pr 

2Mm  (C'^mmy^8c2mRr:==i%m(C'^mnf)  — ziit^^w* 


parconteqaent  


^i^MMiMMMMM^  -      ^m^mmam^ammm^^^^^^'mimmmmimm^m.^t^^ÊméÊmi 


2mRr  (r-himw)*— ^*i«* 


i«  méthode. 


JSy  comme  parla 


CXXVIIL 
Problème  III.    Trouver  l'intégrale  de  la  fraftion 

Pdt 

-— -,  lors^  que   £bn  dénominateur  F'  renferme   des  puiC' 

Tances  rationélles   quelconques  de  binômes  fîmples^  ou 
de  binômes  &  tliaomes  icdu£libles  aux  binômes  fîraples. 


I.  Partie,  Chat.  IV.  18 j 

Suppofons  r=;(4H-x)  ,(^H-«f)  •  (^H-«f)  •  &c 
les  expofàns  m,  ^^  ^  étant  des  nombres  entiers 
pofitifs    plus    grands    <jue    Tunité;    on    aura    — -=: 

-,  Aéxpofaot  A  mnt 

égale  k  la  fomme  des  éxpofàns  m^^^p^  &Cp 
lorfcjue  cette  fomme  des  éxpofàns  ne  fait  pas 
uo  grand  nombre    on  peut    fe   fervir   de   la  première 

m;;thode  des  Problèmes  précedens,  en  fuppoiànt  •tt^ 


1    ■    *9    .      ^mtm       *— «Maa^BMv^^a^ 


-f ;    Car  rédmlaiit 

toutes  ces  fraflions  au  même  dénominateur  Vy  &  éga- 
lant la  /bmme  de  tous  les  termes  des  numérateurs  dans 
les  quels  X  a  le  même  éxpofant  au  terme  corré(pondant 
de  P,  ou  k  zéro,  on  aura  autant  d'équations  iimples 
quil  y  a  de  confiantes  indéterminées  A^  J5,  C,  £, 
(;,  A  y  B\  Cy  r,  G\  A\  B\  Cr,  &c-,  on  déter- 
minera ces  confiantes,  &  on  intégrera  en  fuite  chaque 
fraélion  feparée  par  les  méthodes  du  Chapitre  précèdent. 
Mais  comme  cette  jj«  méthode  eft  peu  praticable  lors 
que  la  fomme  des  éxpofàns  m^n^p^  iic.  eft  un 
grand  nombre;  on  pourra  dans  ce  cas  fe  fervir  des 
méthodes  fuivantes.. 


#  •    -     • 
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^   .     .  •-  Pdjt        Hdse        Kxdit        Lx^dt 

Premièrement  puifque  — -=— — \ — — 


&c...t  -H ,  on  peut  chercher  lepa- 


rement  les  intégrales  de  chacune  de   ces   fra£lions^   & 
en  £ure  la  fbmme,  qui   fera   l'intégrale  de  la   fra£lion 

propoTée  -~  •    Or    chacune   de  ces   fra£tions    pçut   fe 

réduire  \   dautres   fractions   dont   les   numerateun  font 
des  conftantes   &  les  dénominateurs   font  K,  ou  des  fa* 

aeurs    de     V:     Car    JlL  =  x_J^,  &  ^  = 

Kdft  Kadx  L»* 


Lax        Lx^dx  .    Lxdx Laxdx 

Se  chacune  de  ces  deux  ira6lions  peut  fe  réduire  encore 

comme  la  fra6lion  ,  &  ainfi  des  autres.    Donc  la 

difficulté  fe  réduit   k  l'intégration  d'une  fraftion   comme 

Adx 

—r  y  ^  étant   une  quantité  confiante ,  &  j^  étant  V^ 

Adx 

ou  un  fafteur  de  V.  la  fraftion  

en  faifant  /ï -+- x !=^~' ,  x=/~*— /?=:(i — ay^y~^y 


fe  réduit  k  celle-ci 


y  "^(i  ^—a^yi' >  "*•  X  (i  ^c—a.y)^  .yp  X  Oc. 
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rr j —  ■; ,  Iratlion  quon  pourra  en* 

core  réduire  ea  divîfànt  le  numérateur  par  le  dénomî* 
nateur,  &  en  fuite  par  les  fafleurs  du  dénominateur; 
jufqu'k  ce  quon  foit  arrivé  k  des  reftes,  qu'on  réduira 
encore  \l  des  fraélions,  dont  le  numérateur  ne  contien- 
dra qu'une  feule  puiflance  d'un  binôme  fimple;  &  on 
trouvera  les  intégrales  par  les  méthodes  du  Chapitre 
précédent . 

On  peut  aufli   réduire   tout  d'un  coup  la  fraflion 

-— •= en    fuppolant 

a^¥n'=zy~^ ^  &  en  fubfti tuant  par  tout  — /~*^/ 
au  lieu  de  dn  ^  (ï*"*^/)/"^*  *^  ^^^  ^  ^\ 
(i— f-^» — ^^/)/""'    *^  ^^^    ^^    ^-4-x;  (i— K — a./jjT'^ 

P  dx 

au    lieu     de   r— »-x,   &c.    ce     qui    donnera     ~-  =: 


-Hy -*••-<■  ^^Vz-K^^-^-^^^-^Ci-w^V^-Lr-H^'-^^^^C  i^^yjy^j&c. 


fra£lion  qu'on  pourra  encore  réduire  en  divilant  d'abord 
le  numérateur  par  le  dénominateur^  ou  par  fes  fafleurs, 
&   en  fuppolant  en  fuite   i-h-^/— /^/=:i^~%  ou/==s 


4*dx 


Exemple   •      Pour     intégrer     la     fra£lion 
,  on  la  comparera  avec   la  formule  ge*. 


Aa 
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nerale    ^  &   on  aura 

H^=::^Oy  K=^4y  L^=^o^  a=zi^  ^:=î,w=^2,  »=3, 
p^=zo;  çi)  ftjbftituant    ççs  valeurs   dans   U  formule   ge- 

(leraie  r-—  =r        «  ■  ^  i   ■    — ;- — »■  ■    ■    pn  au- 

ra  — == — ■ '- — ,  ix^fl-4-if^;;;:  j-H»;^ 

s==/~%  os^:;;;^--^.    Qr    erj    fi^ppoiant  /-+!==%, 

)— 4/*  (  i^y)dy        ^z^  dz-^  i  6z*  4z^t9zdz — ^dz 


on  trouve 


(iH-jr)^  «' 


i6dz  lodz         ^dz       o     v      i       1         i_        i_^ 

ç — • — — —t- '  —  ;   &  1  intégrale  pherchée 


/^ 


' — ^ "^^^ ^,  en  fublutiiant au  lieu  4e  %. 

On  pourroît  auffj   employer  cettç  autre   méthode 

P 
qui  çft  affi^s  fimple,  Suppofatjt  V^==^{fi^^9ff  Ry  ^77  = 

^  ■  "     •     ■  ^ — •< ^ —        '    ■     "    '— ^  'TT  *  <^^  démontre 

facilement  quen   divifant  le   numérateur  ^'»+B';e— 4- 

C>*-^i^'4pî-^-&c.•MG*'^^par  les  faaeurs  (i^-f-^)'''**, 

(*-f /ï)''""%(x-4-4)'^î  &c.  du  dénominateur  {n-^ay 
on  peut  toujours  réduire  la  fraéUon 
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a  celles-cy 


&c. 


(xH-if)^—            (jT-hii/""*            (x-t-if)"-'  ''x-h^' 

dont  les  numérateurs  AjBjCyEjÙ'c.G  font   des  quan* 

tités  conftaotes  quil  âudra  déterminer.  On   aura  donc 

P               A                     B                        c  E 


y       (x-f-if)*        {x-^ay*       (»-i-^>»-*        {x^ay-^ 
&c....,.-* h—;  d'où  Ton  déduira 

^ P^RÀ^RB(x'-héiy-RC(x'4'ay^Rr(x'¥'ay—f^c. . . .  J^G(y4-ir)'"' ' 

Le  numérateur  de  cette  fraRion  ayant  l'entier  S  pour 
quotient^  fera  divifiblepar  (^--f^)*^^  par  fes  fa6leurs 


(jr-*-»)"""^,  (  Jé—»-4ï)^""*&c*  &  x-^«f*  Donc  fi  on  con* 
fidere   ce  numérateur  comme   une   équation  dont  x  eft 

Imconnue,  en  faifantP— R-^— RB(x-4-iï)— RC(*-+^)* 


—  R£(*-+-4)î  — Sec llG(x-H^)«-'=o  &    qu 

on  la  divîfe  par  (a  racine  x-4-<r=a  le  quotient  fera 
=:#,  ou  fi  Ton  fubftitue  zéro  au  lieu  de  x^+a  dans  to^ 
ks  termes  ou^  «-«-//  fc  trouve^  il  ne  reftera  que  P—^RA 
qui  doit  être  auffi  divifîble  par  *-+iï,  &  le  quotient 
doit  être  zéro  .Donc  fi  dans  la  quantité  P  —  RAj  on 

met — a  au  lieu  dexon  aura  P-^-^RA^^Oy  5c  A=^j^^ 

après  avoir  fubilitué  — -'i?  au  lieu  de  9C  dans  P  &  dans  R. 
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Ayant  aiafi  déterminé  la  valeur  de  la  confiante  Ayïx 
on  divife  encore  Tequation  P'^RA—'RB{»»-^ra) — RC 

{x'^a)*—'RE(x-*-ay-'kc —  G(«H-rf)'*--'*=o, 

P-—  R  A 

pif  x-^az^Oy  on  aura •— l?.B=:a  ,    les   autres 

termes — RC(*-H-/?)— R£(x-t-^)*— &c......  —  G(x 


aY'^^  s'evanouïflant.  Donc  fi  on  fait r^P'  en 

laîflant   *,  variable,  on  aura  P'— 2ÎB=:o5&5=r  — 

iv 

après  avoir  fubftitué— ^  au  lieu  de  «r,  dans  P^  &  dans 
R.  De  même  ayant  ainfi  déterminé  les  valeurs  des  con- 
ftantes  A  8c  By  fi   on  divife  encore  P'— HB — RC 

(ii^a)'-'RE(^it^t-ay — &c — C(x-4-/ï)'*"~»    par 


«r-+i»=5;a,  on  aura  •-- •'^RC''^RE(x-^a) 


5cç GCx-^ay^^^zo,  ou RC=zo  &  en 


fuppofant  =-P^)  on  aura  P"— iiC=(>&C=: 

P' 

~,  après  avoir  fubftituè*-*^,  au  lieu  de«dansi^&  dans 

R.  On  continuera  de  la  même  manière  k  avec  la  mé- 
me  facilité  a  déterminer  les  autres  confiantes  £,F,G&c 

CXXIX. 


JP£# 


Problème  IV.  Trouver  l'intégrale  de  la  fraftion 
y  loH^ue  le  dénominateur  F  a  pour  £i£leurs  des 
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puif&nces  rationeUes  de  binômes  ou  triaomes  irredufli* 

blés  du  fécond  degré*  Soit  -j^  ==: 


«■ 


+ 


On  trouvera  les  vaieun  des  confiantes  indéterminées 
jfyByCj&c.A'jBCj&c.  par  la  le  méthode  des  pro- 
blèmes precedens,  en  reduifant  ces  fra£lions  au  dénomi- 
nateur commun  Fy  &  en  égalant  les  termes  çorrespon* 
dans  des  numérateurs  y  pour  avoir  autant  d'équations  qu'il 
y  a   de  confiantes  a  déterminer. 

On  pourra  fe  fervir  de  cette  autre,  méthode  0 

Suppofant  y=z(^a-^x9$)  .JR,  &  -— =: 


y .  on  démon 


tre   facilement   qu'en  divifant  le   numérateur  A^'^Bn 


-♦•C«*-4-£*' -4-&C .^G'n^^  par  les  fefteurs 

■ 

du  déhorainateor  (nK-ha)"  ,  la  irafUoB 


\ 
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peut   toupurs  le   re- 


MMMrfto  ^hl*i*^iaa^<k«^ 


duire  a  celles-ci 


A-^Bt'  C^'Ejt  F^Gm 


{xx-^af  (xxH-^)— *         {xx-^M^^ 


Sec ■+  ^^/  j  les  lettres  ufy  Bj  C,  JE,  F,  G, 

if  iC'  fignifiànt  des  quantités  conftantes,  ou  zéro.    On 

,  P  A-^Bx  C-t-Fjr  r-hCy 

aura  donc 


&c . . .  •  — 4 -4 — --  ;    d'où   Ton   déduira   comme   ci- 

deffiis  5^=: 

P-^4^BxyR{Cr^lx).{xx^ayR{F-^xyJliX-^a'f'^^ 


•  "•l 


fiaéHon  dont   le  numérateur  fera  dîvifible  par  la  puîf 

iànce  («x-^^y   &  par  tous  fes  fafteurs  (jif«*-i-if)'*~  , 

(nx-^ay^^  j  &c,  &  ^^-+//,  Donc  en  raifbnaant  com- 
me dans  la  dernière  méthode  du  Problème  précédent, 
fi  on  divifê  le  numérateur  par  xx^a=zoj  fuppofition 

^ui  donne  jf=:-4-V-^=w,  &  ir=:— V^— ^»=: — w, 

p 
on.  aura    P—^R(jf--*'Bx)^^Oy  &    ^-4-Bx=— , 

d'où  Ton  tire  deux  équations  en  écrivant  fuccéfTivement 

wSc— 'W,  ou  -+-V— -//,  &  —  V — a  y  au  lieu  de  jc 
dans. les  quantités  Bx^  P  8c  R;  8c.  on  déterminera  par 
ces  équations  les  valeurs  des  confiantes  A  8c  Bj  com- 
me on  a  ^t  ci-deffus.    Après  avoir  fubUitué  les   va- 
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leurs  trouvées  de  vf  &  de  JB,  fi  on  dîvife  enccMre  par 

p(*^+a=:zOy  réquatipn  P — il(^-f^*)  — il(CH-£x) 

les  autres  termes  ilans  les  quels  iê  trouve  fix-^Sy  s'é- 
v^QOuïflànt  par  la  fuppofitioii  de  ttn-^a^^o.    Si  doue 


(»«-j-tf)     %   ou   aura  -^--î^ — il(C-4.JE*)=o 


ou  fuppoiê  ' "*'  *  =  P*  eu  laîflâot  *  variable ,  on 


aura  P*— il(C-f-£«)=o,  &  C-+£;»='^,  ce  qui 

donnera  encore  deux  i^quatîons  pour  trouver  les  valeurs 
de  C  &  de  iî  en  fubftituant  fiiccéflivcraent  -4-w  & 
•— w  au  lieu  de  x.  Ayant  déterminé  les  valeurs  de  C 
&  de  £^  on  divifera  encore  Téquation  par  sx^i-azzzo  , 

fç,  on  aura  -^ — '^^ -^ R(  F --hG p^) ^:^o ^  d'où  Ton 
tirera  Téquation  FHhGx=:~  en  fuppofant  P''^: 
*-  ^  &  on  déterminera  les  valeurs  de  i^  &  de 


»»-••<» 


G  par  les  deux  fubftitutions  de  m  &  — »f  au  lieu  de 

X  dans   Téquatîon  JF-t-<j;ff  =  '— •    On  voit  bien  quon 

peut  continuer  de  la  même  manière  pour  déterminer 
les  valeurs  de  toutes  les  autres  confiantes.  Il  eft  clair 
aufli  que  fi  au  lieu  du  binôme  xx-^a  on  a  voit  pro- 
pofé  un  trinôme  irréduflible  comme  b-^cx^^xx  ce 
feroit  la  même   folution;  puifque   le  trinôme  fe  réduit 


/ 
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au  binôme  en  faifant  x=:2-— «^r,  &  ea  fubftituant 
par  tout  %— «-^r  au  lieu  de  x. 

cxxx. 

Corollaire  General»  Il  fuit  de  tout  ce  qui 
vient  d'être  dît  dans  le  cours  de  cet  Article^  quon 
pourra  toujours  ^   en   fe  fervant   des  méthodes  des   Pro- 

blêmes   precedens ,  intégrer  la  fra£lîon  rationelle  , 

lorfque  le   numérateur  P  étant  de  k  forme  if  — t-X» 

— t-Lx*— t-Mx^ — ♦•  &c.,  de   faç(Hi   que   le   plus 

haut  expoiant  de  n  (bit  moindre  que  le  plus  haut  expo- 
iànt  de  la  même  quantité  n  dans  le  dénominateur  V^ 
ledit  dénominateur  V  pourra  fe  decompofer  en  binô- 
mes {impies,  en  binômes  &  trinômes  du  fécond  de* 
gré  redudibles  &  irreduâibies,  &  en  puiflances  ratio* 
nélles  de  binômes  fimples,  &  de  binômes  &  trinômes 
reduftibles  &  irreduftibles  du  fécond  degré;  c'eft  a  di- 
re lorfquon   aura  J^=(4— *-*)  &c.  {xn^^b)  {xh-^ch 

-4-^)  &C  (!»«-+•/)  (*Jlf-+-^^—l*/)&C.(w-4-x/&C.  {XH 

^^ny{xx^pX'-^qy  8cc.  {nK^r)\xx-^fx^if  &c. 
Soppoiant  les  quantités  xx  —  b^xx^^cx-^e^  &c.  re- 
du£libles  aux  binômes  fimples;  celles  «f *-♦•/,  «f«—hg^ 
-+/5&c.irredu6Hbles;  xx^^n^xx^^px-^q^^ç.  redu£li- 
bles;^;«-*-r,x«W-/«-+/,  &C.  irreduftiblest 


ê 
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ARTICLE  TROISIEME. 

De  la  manière  de  reibudre  le  dénominateur  j9  de 
la  iraâioQ  ntionelle  -— -  en  faéleun  réels  d' une  ou  de 
deux  dimenfions. 

CXXXI. 

Nous  fuppofbns  toujours  que  le  dénominateur  j^efi^ 

un  polynôme  de  la  forme  ar^-4--^^^~'-+Bj»*~*— *- 

-♦•  M «r -+•  N;  Texpofant  A  étant  un  nombre  entier  pofî- 
tif;  A^ByCyM  des  confiantes  réelles  ou  zero^  &  le  der-^ 
nier   terme   aufli  réel  &  pofitif ^  ou  négatif.  On  peut 

aufli  lui  donner  cette  forme   <(^-4-^rii^~'— ♦•wf'«^~* 


^nc  X     ^-♦••••••^r-      «rtc^,  en  feifantrt  c^=:iV; 

^=^;m==-;i?=-;^==-— -,&c^&aloK^,w,»,^^ 

&C.  font  des  nombres  réels  &  connus  que  nous  appelle* 
Tons  les  coefficiens  numériques  des  termes  ou  ils  le  trou-^ 
vent» 

CXXXII. 

Pour  trouver  les  iâ£leurs  du  polynôme  J^,  on  le 
fuppoiè'ra  égal  a  zero^  &  on  en  fera  une  équation  dont 
la  variable  ou  Tinconnue  fera  x.  On  cherchera   enfuite 

Bb 


n 
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par  les  méthodes  connues  toutes  les  racines  réelles  de 
cette  équation,  comme  x=::/?,^=i— ^^,  &  chacune  de 
ces  racines  donner^  m  faftçijr  fimple  &  réel  du  poly- 
nôme ^;  puifque  Tequation  P^^  fera  çxaftement  di- 
vifible  par  x-^a^zo^  par  ;j-*-i=;o,  5çc.  de  forte  que, 
fi  toutes  les  racines  de  Tequation  J^=;=o  font  réelles,  le 
polynôme  J^fera  entièrement  decompofé  dans  fes  fa- 
veurs réels,  &  iîmples^  Mais  fl  cette  équation  a  des 
racines  imaginaires  il  faudra  chercher  par  les  méthodes 
que  nous  allons  expliquer  les  fafteurs,  réels  de  deux  di- 
menfions  qui  renferment  tputes  les  racines  imaginaires 
prifes  deux  a  deux, 

cxxxin/ 

■ 

THEOREME ,  Si  Texpofant  X  de  la  plus  haute 
puiflànce  de  pc  dans  Teq nation  ,^=:o  eft  un  nombre  im- 
pair, cette  équation  aura  au  moins  une  racine  réelle, 
&  le  polynôme  J^  un  fafteur  réel  fimple  • 

Démonstration  *    Soit  A=2/u.-+-i,  &  j^= 

if*''"*''-*-^;iP*''-*-jBx*'''^^»»*»-»*=t^r=/5  équation  a 
deux  variables  ;?  &  /  >  qu  on  peut  rapporter  a  une  courbe 
MBCM\  (fig-  10.)  dont  rabfcifle  ^P=;c,  3c  lordon- 
pée  correfpondante  PM^=^y  #  Si  dans  cette  équation 
J^=;/  on  fuppofe  n  ou  AP^=zo^  on  aura  l'ordonnée 
AB  ou  /=;;;: z±N  quantité  réelle.  Soit  premièrement 
ABz::Z'^N  quantité   pofitîve;    Si   dans   cette   fuppofi- 
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tîon  on  prend   pour  h  ou  pour  AP  une  cjuantité  affez 

grande,  pour  que  ar*^"*''  furpafle  la  (bmme  de  tous  les 
termes  négatifs,  qui  peuvent  fe  trouver  dans  j^,  on 
aura  encore  pour  l'ordonnée  PMou  y  une  quantité  pofî- 
tive;  mais  fi  on  prend  pour — «  une  quantité  APy  tel- 
le que— ^*'*"^'  fbit  plus  grande  que  la  fomme  de  tous 
les  termes  pofîtifede  j^,  l'ordonnée  correfpondante  JP'M' 
fera  négative,  &la  courbe  MB  M!  coupera  Taxe  PAP 
en  un  point  C,  ou  Ton  aura/  =  o,  par  confequent 
^zmoy  &  la  quantité  réelle  AC^^^'—^m  fera  une  raci* 
ne  réelle  de  Tequation  ^j=zo^ 

Soit  en  lècond  lieu  AB=z — N  quantité  négative. 
Si  dans  cette  (uppofition  on  prend  pour  x,  ou  pour  AP 

une  quantité  fi  grande  que  «*^"*"'  fiirpaflê  la  fomme 
de  tous  les  termes  négatifs  de  j^,  on  aura  pour  l'or* 
donnée  correfpondante  /,  ou  P'Af  une  quantité  pofiti- 
ve.  Si  on  prend  pour— x  labfciffe  AP  fi  grande,  que 

—  x*^"*"*  furpafle  la  fomme  de  tous  les  termes  pofitifs 
de  J^,  l'ordonnée  correfpondante  PM  fera  négative  & 
la  courbe  M  BM  coupera  encore  Taxe  en  un  point  C, 
ou  Ton  aura/=:a,j^=:o,  &  la  quantité  réelle  AC=z:0 
fera  une  racine  réelle  de  Tequation  ^=^0^  C.J^F.D. 

CXXXIV. 

Théorème*  Si  Texpoiànt  \  de  la  plus  haute  puif^ 
fànce  de  x  dans  Tequation  J^=:o  eil  un  nombre  pair, 
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&  que  le  dernier  terme  de  cette  équation  foit  négatif, 
ou  -~^;   cette  équation  aura  au  moins  deux   racines 
réelles  )  &  le  polynôme  j^deux  fa6leurs  réels  fimples. 

Démonstration.    Soit  A=2ju^  &  ^=zh^^ 

— H -^ji* '*"*'-*- S  «*''~*—l- —N=zfy  équation  quon 

peut  rapporter  a  une  courbe,  dont  les  abfcilTes  (oient  sfy 
&  les  ordonnées  correfpondantes  /•  Si  dans  l'équation 
^=zoy  on  fuppofe  x=:9,  on  aura  pour  l'ordonnée  f 
une  quantité  réelle  négative  — «N;  8c  fi  Ton  prend  pour 

n  une  quantité  pofitîve  fi  grande,  que  n^^  fiirpafle  la 
fomme  de  tous  les  termes  négatifs  de  ^,  Tordonnée  / 
fera  pofitive;  Par  confequent  la  courbe  coupera  Taxe, 
&  l'équation  j^=ro  aura  une  racine  réelle.  De  même 
fi   on   prend  pour   m  une   quantité   négative   fi   grande 

que  fa  puiflance  paire  ot^^y  qui  fera  toujours  pofitîve, 
fiirpafle  la  (bmme  de  tous  les  termes  négatifs  de  ^, 
l'ordonnée  correfpondante  ^  fera  encore  pofitive,  par 
confequent  la  courbe  coupera  encore  l'axe  en  un  autre 
point  oppofé,  &  l!equation  j^=a  aura  encore  une  au- 
tre racine  réelle;  elle  aura  donc  au  moins  deux  racines 
réelles-  C.^F.D. 

CXXXV. 

Corollaire.   L'équation  générale  j^=  a  peut 
toujours vfe,  réduire  a  cette  forme  K^^'^Ack^^'^^ 
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Sr»^*''-*-^Cc'^*''~î^ ^c^^=:zo,   /s.    étant 

un  nombre  pofitif  quelconque,  &  -^,  B,  C,  &c.  des 
coefiiciens  numériques  réels,  ou  zéro*  Or  fl  rexpofant 
de  la  phis  haute  puiflance  de  «  dans  J^  eil  un  nombre 
impair,  on  pourra  divifer  Tequation  ^j=^o  par  9c-+a 
=^0y  &  la  réduire  a  une  équation  de  dimenfîon  paire; 
&  fî  le  dernier  terme  de  cette  équation  eft  négatif,  on 
pourra  la  diviièr  par  lequation  de  deux  dimenfions,  qui 
fera  le  produit  de  deux  racines  réelles  de  Tequation 
^=:oy  &  on  continuera  la  divifion,  jufqua  ce  quon 
ait  employé  tous  les  faéleurs  réels  5c  (Impies  de  ^  ou 
qu'on  foit  parvenu  a  une  équation  de  dimenfion  paire  ^ 
dont  le  dernier  terme  iblt  pofitif* 

Exemples.  Soit  j^=^*'*"^*-»-c*'''*'  •     Ayant 

fiippofé  **'*"*'*— *-r*'*"*'*i=a ,    on    aura   »*''***'=—• 

c*'*'^' ;'   «=— r,    x-+-r=o;    en    divifant    **''"^* 

H-c^^"*"*    par   »— i-r  ,    on   trouve    le   quotient   ^*''— • 


Si  ^j=x*^^^ — c^^      — ^)  ontrouveif— r 


0 


y 


&  le  quotient  x^^'^cx^^'^'^c^ x'^^^ ^c^ x^""^^ 


Soûj^zr:»*"— c*";  ayant  fuppofé  »*"— c*''=o, 
on    trouve   **''=c*'';    «"^^^tc^,    &   *"•— c"'= 

(*''-+c^).(*— 0« 
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CXXXVI. 

Nous    appellerons    réciproque    le    polynôme    «* 

dans  lequel  les  coefficiens  numériques  du  premier  &  du 
dernier  terme,  &  ceux  de  tous  les  autres  termes  égale- 
ment éloignés  des  deux  extrêmes  font  les  marnes,  & 
ont  les  mômes  fignes  -+,  ou  —  ;  &  fi  on  fait  une 
équation  de  ce  polynôme  en  l'égalant  a  zéro,  cette 
équation  fera  auffi  nommée  réciproque. 

CXXXVIL 

CoROLLAiRS  L  Le  binôme  i8^-+-c^  eft  récipro- 
que, pui(que  le  coefficient  numérique  du  premier,  & 
du  dernier  terme  eft  — n ,  &  que  les  coefficiens  numé- 
riques des  autres  termes,  qui  manquent  peuvent  être 
exprimés  par  H- a. 

CXXXVIII. 
Corollaire  IL  Le  trinôme  **'*-H-2iiCc^x'*-i-r^'»^ 

dans   lequel  K    eft   un   nombre   pofîtif,   ou  négatif  eft 
réciproque;    car  on   peut   l'exprimer  par  ce   polynôme 


f***'-hiiCc'*«j**-H-liCc^x'*-+c*'*,  qui  a  les  conditions  re- 
quifes . 
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CXXXIX, 

Corollaire   IIL     Tout    polynôme    réciproque 

^r^'"^  ;» -4- r*  eft   compofé  de  deux  parties  fembUbles, 

Tune  ic'^Acp^-^^Bc^fc^^^&c.y  5ç  l'autre  f^-4- 

/fr^^'x-t-5r^'^*;j*'H-Ô'r, ,  de  forte   quen   mettant  c 
au  lieu  de  ;if  ^  Se  9c  slh  lieu  de  c  dans  la  première  par* 
tie,  elle  devient  la  féconde;  &  réciproquement  en  écri- 
vant PC  au  lieu  de  r,  &  r  au  lieu  de  x  dans  la  féconde 
partie,  elle   fe  change  en  la  première ^    Jl  faut   feule* 
ment  remarquer  que,  quand  l'expofant  A  eft  un  nom- 
bre impair,  les  deux  panies  réciproques  ont  le  même 
pombre  de  termes;  mais  lorique  A  eft  un  nombre  pair^ 
il  jr  a  dans  le  polynôme  un  terme  mitoyen,  ou  égale- 
ment  éloigné  des  extrêmes,  dont  on  peut  ajouter  la 
moitié  a  chaque  prtie    pour  les   rendre    parfaitement 
fembiables,  comme  nous  avons  fait  dans  le  Corollaire 
précèdent  » 

CXL. 

Lemme»    Si  on  multiplie  le  polynôme  réciproque 

H-^  c^-^  ;tf* -♦- /^  c^~5  x' -+ »  r^~^  ;c* -+w  r^— J  x-4- r^~*  par 
le  trinôme  réciproque  ^* -4- ^r*-+-r*,  le  produit  fera  un 


H 
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polynôme  réciproque  qui  aura  pour  coeffîciens  numériques 
de  Ces  termes  2*  ,  3^  ,  4^  ^  j^  ,  61  &c.  les  quantité 

r-^^kq-^py  s^^'kr-^qy  &c^  on  démontre  ce  Lemme 
en  multipliant  la  première  partie  m^^^-^mc^f^ — ^î— h 
»  c*  JT^"^* -4- ÔV.    par  aj^-^-^cx-*^*,  &   enfuite   la  fe- 

par 
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CXLL 

Lemmt.  On  â.ît  que  Fequatîoa  «^«-»-^4r— i-^=:£r^ 
dans  laquelle  q  eft  ime  quantité  réelle  quelconque ,  & 
p  une  quantité  réelle  ou  zéro,  peut  reptefènter  toutes 
les  équations  réelles  de  deux  dimenfions^  &  que  Tes  ra- 
cines £)ntx=« 


^P-^V'^PP-'^y  ^  ^^=--4^ 


V 


-Pp-i 


CXLIL 


I*  Les  racines  de  T équation  générale 
mp^^^^pX'^qtrzo  Sercut  réelles   ifi  lorique  q  fera   une 


quantité  négative  ;  1^  lorfque  —  pp  ^^  feni  pas  plus  pe- 

I  z 

tit  que  q;  car,  Si—pp^=::qy  on  auia  «r=:— — /^*  Mais 

elles 
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elles  fbroicnt  imag^naîres  C,  q  étant  pofîtîve, — pjf  emt 

plus  petit  que  q;  puis  «qu'alors — pf-^qkn  unequan* 
tité  négative  « 

CXLIIL 

Corollaire  IL  L'équation  «;v— -2 4ir-^4r ^-4»^ ^ 
zzzoy  dans  laquelle  ù  eft  une  quantité  réelle  quelconque^ 
^  M  une  qwintité  réelle^  ou  zero^  &  dont  les  lacinesL 

font  9$  =za^^h  ^—  i ,  &«=^— ^V — i,  peut  re- 
pre(enter  toutes  les  équations  du  (econd  de^  dont  les 
ncînes  font  imaginaires.  Carfuppoiant  que  dans  Tequa* 
tion  générale  du  fécond  degré  xx^^p:f'^qz=zo  h  quan* 

tité  q  foit  pofîtive^  & — pp  plus  petit  que  9,  afin  que 

les  racines  de  cette  équation  fixent  imaginaires^  on  pou> 

ra  toujours  Tuppoièr  —2^=^,  ou  4=:—* — p^ScaA 

-4-i^,  ou — ^^/>-*-^^=^;ce  quidoi«ie*^=:f— r-^^, 

&  ^==:i±y  ^——p^ ^quantité r^e  parla  fuppofiiioû* 

CXLIV. 

COROIXAIRE  IIL  L' équation  JiJi— 2  ^4iff-*-if4=es 
dans  laquelle  a  eft  une  quantité  réelle  quelconque ,  8c  h 

un  nombre   moindre  que  T unité,  ou  zéro  peut  repra* 

Ce 
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fciiter  toutes  ks  équations  réelles  du  fécond  degré  ^  dont 
les  racines  font  imaginaires  •  Car  fi ,  dans  ï  équation  ge- 

naralex;?— h/^x— 1-^=^;   on  fuppofe  q  pofitive  ,  Se— -^^ 

plus  petit  que  q^  on  pourra  toujours  fain  aa^zq^  ou  a 

i^zdzVq^  &  — 2i&i^=/>,ou/fr==: —. 

CXLV. 

Go&OLLAiiLE  ly»  V  équation  «r«— •  laM.  Cos.  ^-4- 
aa^rzo^  dans  laquelle  on  fuppofe  que  a  fbit  une  quan- 
tité réelle  pofitive  ou  négative,  &  JV  un  angle,  ou  un 
arc  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  eft  l'unité,  peut 
reprefenter  toutes  les  équations  réelles  du  fécond  degré 
a  racines  imaginaires ,  excepté  le  cas  de  Cos.  N^=z  =i:  i  ; 
car  Tare  N étant  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  efl 
r  unité,  fon  Cofinus  efl  toujours  un  nombre  quelconque 
moindre  que  T unité,  lors  quil  n'eft  pas  —  i,  ou  zé- 
ro .  ainfi  on  peut  le  mettre  a  la  place  de  b  dans  F  e- 
quatî(Hi  n9f^-^%  baK^^aaz^o.  Mais  lorfque  ^,  ou  Cos. 
^dans  ces  deux  équations  eft  =±j,  elles  fe  changent 
en  ;f«r±2<^«— hir4=:o,  quarré  dont  la  racine  Astzta 
=0,  Il  faut  aufli  remarquer  que  les  racines  deTequa- 
tion  xx-^^zax.  Cos.N'^aa:=:zo  (ont  9czzza.  Cos.  N-^a. 

Sin.-V.l/— j,  8c^=:/?.Cos.Ar — ^.Sîn.JvV^— i  .Caron 


SLMz:^a.Cos.Nzirr  sa.Co^N  ^—^aa:  or,  dans  le  cercle 
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dpnt  le  xayon  eft  i  ^  c)naCos.N  -t-SiaN  =s  i  ^  par  coa'> 
fequent  Cos.  N.  —  ï3c=— Sûi.iV;Donc«=4.  Cos.^=fc 

af^Cûs.N--^i:=ia.Cùi.Ndtaf^^  Sln.N=za.  Cos.  iST 

CXLVI. 

Corollaire  V.  L'  équation  Kfi^^zBcx'^kcc 
=zoy  dans  laquelle  c  eft  uoe  quantité  donnée,  if  8c  k 
des  nombres  indéterminés,  peut  repreienter  F  équation 
générale  «x— h^x-4-^=D,  en  faiiant  ^rr=r^,  ou  k=^ 

a  m  p 

—  •  &— •iiJr^:»,  ou  i&= • 

A  l'aide  de  ces  préliminaires  on  entendra  facile- 
ment  les  méthodes  que  nons  allons  propofer  pour  trou- 
ver ks  iâéïeurs  réels  doubles,  ou  de  deux  dimecfiQOS 
du  polynôme  J^=:#. 

CXLVIL 

Première  Méthode.  Loriqu on  voudra  chercher 
généralement  tous  les  fa£leurs  réels  doubles  du  polynô- 
me i^,  on  divîfera  ce  polynôme  par  nx^'^pn-^^q^  ou 
ptr  #jc— 2^rai-*-icr,  &on  pouifeia  la  divifion,  jufqua 
ce  qu'on  foit  parvenu  a  un  refte  de  la  forme  ikTx— f-i^, 
dans  lequel  xas  ne  fe  trouve  plus,  &  comme  la  divifioi^ 
doit  eftre  iàos  refte,  aa  fera.  3fx;^p,  oxxM^^^Qy  & 
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f^^^o;  ce  <|ui  donnera  deux  e^^ations  pour  trouver  les 
valeurs  des  deux  indéterminées. /&^,  ou  i^&  ^.  Mais 
fi  on  veut  trouver  feulement  les  fa£leurs  réels  doubles 
a  rs^cioes  imaginaires  y  on  divifer^  j^  par  T  un  des  troiâ 
faéleurs  Hst^m^ibax^Hraaj  ou  nu^—^iapt^^aa^^bby  ou 
MH^za»,  Qai.N~¥aay  &  le  reile  fournira  deux  equa-' 
tions  pour  trouver  les  valeurs  des .  deux  indéterminées 
b  h  «y  ou/>  &^)  ou 4,  &Go$.A^. 

CXLVIIL  - 

£;(EMPi,E  L.  Soit  j^=:;«'-»-c';  en  divKânt  par  «  « 
•-^xbc$t-¥kcc  le  quotient  eft  ««-t-Ziéc,  &  le  refte 
4^ *f  *n — k  <•*«—>  hkc^-^ c^  ',  par  conièquent  on  aura  les 
deux  équations  4A*c*  — ^c'=tf,  ^r^  — 2i^^c';=  o  , 

d'eu  Ton  tire  k=^4b*  ;.i=:2bk=9b^ ,  &  2/^=i; 
it=i;  le  faéleur  double  eft  donc.»*— f.«rr4»f<',  &  le 
feéleur  Hniple  x-+2i^c;;=:«-+-r. 


CXLIX. 

Exemple  IL  Soit  j^=;;:«*-^c^:   en  divilànt  par 

xM^—.xax-^aa^^bh^  ou  par  «x— i^xn-r,   co   i^ifant 


r-^zzaa^^bby  le  quotient  fera  «*-+2tfx-i-4<f//— r,  & 
le  rçfte  die  la  divifion  8^»'* — 4tfrx-+r*— 4^iir.^rr; 
Ce  qui  donne  les  deux  équations  Za^  -r^4arz=:^o  ,  .  & 
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e*,j-./^aar~+rr=o;  d*ou  l'on  tire  2<«rf=r,  &  c*=4/ï*, 
on  cc=i2aai  lazzzztct/'z.  Les  deux  faflcurs  doubles 
font  donc  *«-+rx^2-*-rc,  &  kx^^CMi^z^^cc. 

CL 

Seconde  Méthode.  Si  le  polynôme  ^ala  for- 
me «'^-4.-^/~^-+Bx^~*H-C«^~^ H-N',  on 

prendra  pour  un  de  fes  deux  fâfleun  le  polynôme  R  y  ou 

X  —4- Jz  X         •H-  ff X         ^- C X  ••••••••  —4- Jri j jI ^ 

B'^C,  H  étant  des  confiantes  indéterminées;  on  multi- 
pliera iS^par  l'autre  Êtâeur  de  deux  dimenfioas  xx^^pn 
-+f ,  ou  par  «Jf— itfx— *-ifi*H-^^,  ou  par  xx^^ibax 
-^aay  enfuite  on  égalera  chaque  tenhe  du  produit  au 
terme  du  polynôme  j^,  dans  lequel  x  a  le  mefme  expo- 
£int^  ou  a  zéro,  fi.  j^  ha  point  de  terme  corré(pondant 
a  celui  du  produit.  On  aura  par  la  autant  d'équations 
qu'il  y  a  de  confiantes  indéterminées  dans  les  deux  fâ- 
fleurs ,  &  on  déterminera  leurs  valeun  par  la  compa- 
raifon  de  ces  équations. 

CLI*    - 

-  Si  .le   polynôme    a   la    £>nne  M^-é+utcM        -^ 

Bc-'x^^'-fCcV"^ -+r*;-</,B,C,  &c étant  des 

coefficients  numériques  donn6,  on  prendra  pour  le-  &• 
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fleur  R  le  polyfiofne  Ji'^"~*-4-iwc«i'^'"^H-»r*j»'^~* 


/>c**^  ^ rt— j — &  pour  r  autre  faéleur  le  tri- 
nome  xx-^icx-^kcciAyk^mynypyqy  &c.  étant  des  co- 
efficiens  numériques  indéterminés,  dont  on  trouvera  les 
valeurs  en  «galant  les  termes  du  produit  aux  termes 
correfpondans  du  polynôme  j^,  &  ^  en  comparant  les 
équations  qui  en  refultent* 

CLII. 

Cette  méthode  eft  furtout  d*ufage  lorfque   le  poly* 
nome  j^eft  réciproque,  ou  de  la  forme  x  --hAcx  ^ 

^Bc^z"^^ H.Bc'^V-l-^i:''""'j«-+r\  Car  alors 

on  peut  prendre  pour  le  £icleur  R  le  polynôme  reci- 


^+pc'    ^H^ ^^nc"^^ h' -^mc"    ^xH-r'^^*,  &  pour  Tau- 

tre  fa£levir  le  trinôme  réciproque  K^'+kcx^^ccy  &  par 
le  Lemme  Nf    cxl.  on  aura   les   équations   fuivantes 

—*•»=:: D,r -4-^^ -+/>=. E,&c.,  par  lesquelles  on  trou- 
vera les  valeurs  réelles  de  k  dans  tous  les  cas  particu- 
liers ou  Texpoiànt  X  iêra  déterminé;  car  on  aura  dans 
chaque  cas  anutt  d'équations  qu^on  aura  fuppofé  d« 
cœfiicicnts  oumeriques  indéterminés  dans  les  deuac  fa* 
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Si  A  =  3 ,  00  J^=:  **  H-  ^f  «  -«--</f  «-♦- c',  on  au- 
ta  JR=«-i-f ,  &  le  produit  de  #i-hc  par  »«-t-^cx-^ 

fc,  ou  »  -+'^c**-4-ff«r-4Ti»*  -♦•^crw-fr    Comparé 

avec   j^,  ou  Jif  -♦--^r«*-*-^c*«-4*c     donnera  Fequa- 


ticm  (4r^-»-c)ir*=-^c^*,  ou  ^-i-i^^,  dou  Ton  tire 

(-//— i)— l-^c.        ^  ^ 

Si  ^=4,  ou  J^=^♦-^.^^x'H-J5^***-+-rf'^'x.-4- 
^^,  on  aura  -R=«*-+wr«-*-rr,  &  le  produit  de«*H- 
»ic»— fer  par  «*— 4-^r«H-rc  comparé  avec  j^^  ou  ** 

*-t-^rx^-+J5c*«* -h jfr'«-4-c'* donnera  deux  équations^ 
la  première  w-4-^=:^,  &  la  féconde  i-*-^i»-4-i=-B, 
aulieu  de  la  féconde  équation  générale  »-*-^w-+i  =B; 
pir  ce  que  dans  ce  cas  n  devient  ==1;  Car  ù  on  corn- 

parc  terme  a  terme  la  formule  générale  1»  ""*-*-mcx  ~^ 

-+»r*x''~^-+^r'x^~^-+-&c.  avec  le  faéleur  #•*-*•  wr* 


ce,  on  trouve  ;i=i. 


Si  A=:5,du  J^=x^-+^^«♦-+jBc*^'^jB^î5f*-4- 
-^^'^« -+r%  on  aura  R==*^ —♦- wc  K* -+ wc*  Jip -+r' ^  &  deux 
équations )  la  première  iw— 1-^  =  ^,  la  féconde  w--*-/t>w 
-+  L=JÎ;  par  ç«  que  dans  ce  cas  fi  on  compare  la  for- 
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mule  generak«i*'^*.--**wc«'^~'-+».c*ii'^'^-**&c«.  avec  k 
fefteur  «' -♦-iwcii*-4-wc*ir-4-c' oa  trouve  n=zm. 

Si  K=z6y  ou  J^=«*-4-^c*^--i-Br%*-4-Cr'«5 

-^mc^H-^c^  &  trois  equadoos^  la  premlerç  m-+-^ 
=:^,  la  féconde  »-*-4rw-**i=:B  &  la  troifieme  w— 4- 
kn'^m=zCy  aulieu  de  la  troîdeme  équation  générale 
p-4-^if*-4'i»i=C;   par  ce  quen  conij[urant  la  ibrmule 

générale     x^~*  -hw  c  jc^~*  -♦•«r*  #*~^-f-/>c'  ir^'^^'-t-  &c 

avec  le  £i£leur  ii^H-wcx'-+»c*«*-H»c^4i-+r^^ontro^ 
uve  ^=:=m. 

On  voit  par  ces  exemples  qu-on  peut  dans  tous  les 
cas  déterminer  la.  dernière  eouatioa  senerale  des  coeffi- 


cients numériques ,  en  comparant  tenne  par .  terme  la 
formule  générale  n'^^^j^mc  k^^^  «4-  »  c*  m^~^  --hpc^  »^ 

-+^c^jj^~^— hrr^ic^"^'^  &c  avec  le  faéleur  R  qu^on 
aura  trouvé  dans  chaque  cas*  Il  peut  neantmoins  arri* 
ver  qu'on  ne  puîfTe  trouver  par  ces  équations  aucune 
, valeur  réelle  de  k  comme  dans  la  ruppofttion  de  A  ==47 
Ton  a  les  équations  w-+-^  =  -^,  &  2-+)tw  =  -B;  dou 
ï<m  tire  m'=^A — ^,  &  r-^Ak — ^^=B,  ou  kk — 


uf  ^=:2— J5;  Ce  qui  donne  k=^\  A:±^ %  -4-  lAA-^'By 

valeur    imaginaire ,    lorfque    B    furpaiTe    la    quantité 

1-^-^  AA.  Alors  il  Élut  avoir  recours  a  d autres  fk- 
*  6leurs; 
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ôcurs;  par  exemple ,  au  lieu  des  fafleurs  xx^^kcx^^cc  y 
Se  x^—f-wc^—è-fr^  prendre  xx*^kcx^+AcCy  &*^-4. 


ce 


b    • 


CLIIL 


Nous  allons  appliquer  la  féconde  méthode  a  quel* 
ques  exemples  • 

Exemple  L    Soit  propofe  k  bînorae  ^^— *-#^,  oa 

le  comparera  avec  le  polynôme  réciproque  ^  ou  »' 

f^,  &  on  aura  ^=^5^  A=zoy  B=zoy  R'=^x^ --hmcx^ 

-t-mc**H-f^  ^    &    les    deux    équations    m^k'=^o  y 
iw— *-^m— i- i=a  ;    d*ou   Ton   tire  w=:— ^  ;  kk 


k=^i  y   &  k=^ ;  par  confequent  on  a  pour 


XX 


-^kcx-^cc  deux  faveurs  réels  y  xx^'+lH^ — 1 1 

cr^  &  xx--^ j-fc;  le  troî&me  fSi£leur 


fimple  fera  *-+r,  qu'on  trouve  en  faîiant  «^H-c  =:o> 

IL    On    propofe    le    binôme   «  —  r  • 

En  feifant  x^—^c^=o    on  trouve    un    fa£leur    fimple 

«•— r=a,  &   divîfant   x^—'C     par  ce  fafleur    on  a 

pour  quotient   le  polynôme  réciproque  *^-+rir 

[uon  comparera   avec  j^  conune  dan$ 

Dd 


-4-r  n 


c'x 
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l'exemple  prece4ent ,  ^  on  îiura  -^  =;  4 ,  A=i  i ,  5  =;  i  : 
;J^=:xx-+mr«-^cr  &  les  deux  équations  w^^=  j, 
3ç  I  — lr^w-*-i  =2:1 ,  ou  ^w.-4,i=?o;  d'où  Ion  tirç 
m=l — ^;    km:=zk — ^kk  \     &    ^w-+i=:o  =  ^-— 

^^-l-i,  ou  kk — '^==1;  par  çonfequcnt  ^:=5  ^  '  ^ 
&  pour   x«-4.^rir-i-rr  les   4eux   feélcurs  réels  ^^«+ 


rjr 


i 
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Exemple  IIL  On  propofe  le  binôme  k  ^^c 
On  aura  A=:<J;  A=zoy  B=^o^  C=:zoy  &  les  trois 
équations  wr-4r^==:o,  ;ir4-^»i— ♦•  j=:;;;a  ,  m^^k^-^ 
mmzoy   ou    2w--+»^»=?o;    ce    qui   donne    »i=:— -^; 


»=;4:/^-— I^    &    —^ik-^k  — k=^o=:^k  — Z^y    ^'^^ 


Ton    tire   k=^Oy   &   k=2Z±^^  ;  donc   on  aura   pour 
iif*— H^r^— hrrr  les  trois  fafteurs  x*-+rrc,    xxr^cx  ^^ 

Exemple   IV.    On   propofe    le   binôme    x  -^P . 
en  le   comparant  avec  ^  on   trouve   Xzzz^^  A=zoy 

mc  xr^c  y    &   les    trois    équations    w  -?+-  ^  z=  o  ,   w  — e 

^w-^ï=:o5  &  n-^knrr^mz=:o*^  dou  Ton  tire  ^  — 4- 

kk  — '2^— 1*1=0,    équation    dont    toutes    les   racines 

font  réelles,   &  qu'on  trouve  par  les  Tables   des  Sinus. 

Exemple  V,    Si  on  prc^fe  Je  trinôme   recipro- 
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que    M^'^zHccf^^'^c    ,    on    aura    ^=4,    A=zo ^ 


B=:iH;  R^rixx'^mc^^^cCy  &  les  deux  équations 
m^^k^=Oj  &    2-+-^w  =  2H;   ce  qui  donne   ^  =  1+ 

2— 2 H,  valeurs  réelles,   lorfque   H  neft  pas   plus 
grand  que  l'unité^  &  imaginaires  lorfque  H^  i;  mais 

dans    ce   cas    Tequation    if*-4-2Hcr**-4-r*=p    dontie 


«*=:— 'Hc^dbr*  V  H*  —  i,  valeurs  réelles  &  les  deux 
&aeurs  font  mm^Hc^^c^V ft^i^  &  kj^-i-Hc*— 

CLIV. 

Troisième  Méthode.  Suppolànt  que  le  poly- 
nôme ou  l'équation  ^=:o  contienne  des  racines  ima£;i- 
naires,  on  prend  pour  un  de  fes  faéleurs  réels  Tequa- 
tion  xx^^zax^k-aa^^bb^zoy  dont   les  deux   racines 

imaginaires  font  x=za-\rby  —^i^  &  x=^a — by — i. 
on   fubftitue   Tune   de   ces  deux   racines,   par  exemple, 

a-^^by — I  au  lieu  de  ip,  &  les  puiflances  de  cette 
racine  au  lieu  des  puiflances  de  x  dans  le  polynôme 
jg==o;  par  ces  fubftitutions  on  change  J^  en  un  autre 
polynôme  compofé  de  deux  parties,  dont  Tune  eft  toute 

réelle,  &  l'autre  eft  multipliée  par  V  —  i;  &  comme 
en  fùbftîtuant  dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
de  rinconniie,   tous  les  termes  fe  detruifent  mutuelle* 
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meqt)  on  égalera  9  î^ero  ckac^ne  ^ies  deux  parties  jii 

jpolynome  J^  aprè?  i^  fu^ftitution  dç  4i-^^V -^i   au 

lipu  ide  ;> ,  ^  çn  «Jivifaat  par  V^  -t-p  ï    U  partie   ^ui  fft 

multipliée  par  V  — ^i^  on  aura  deux  équations  toutes 
réelles  qui  ne  coatiendropt  que  les  deux  ioçonaiies  a^ 
£ç  b.  On  trouvera  doue  par  la  coq^paraifoa  de  ces  deux 
«quations  les  valeurs  réelle;  d9  ^^  2(  de  ^,  quon  fubdi^ 
f uera  dans  le  triuonçLe  ^m—^iax^^aa^^bk  >  pour 
iiyoir  les  f^fjteyrs  r^els  du  polynôme  j9  • 

CLV. 

ïl  eft  bon  pour  Tufage  de  cette  Méthode  davoîr 


■r*" 


«ne  Table   des   puiffances   du  binôme  a^^bV"-^!   fe» 
parée   en   deux  parties,   l'une  toute   réelle  ,  &.   Yzaa^ 

iHultipUée    par    y  — fi.  Ox  e»  failàut   pz:zV- 

pp=^l,  ;,?=;-, VIZ7,  /=;=!,  p^zz^^T^, 

/<^=— »i,  &c.    on   jiura   awhhV  —  f^a^-hhp  ^  & 
par  la  formule  générale  du   binôme  de  Newton  /»"=3 

Ça-t-bp)"   =^   d'^na^-'bp   w   '-^^^iP-^yp*^ 


n,n — !..  » — %    n—^i  lA    J         .»•  »••— i.»— a.»— »• 


a 


2.        J.         4  ^ 


».  »— J 


U    parti?    réellç     de    n"     fçr*    ft",^^ dT'^b*'^ 
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>'       ?•    ♦  ?.        J.      4.      5.      6 


<5rc,  la  partie  imaginaire  k^mT"^  bsf  '^^i 


n»  »— I.  »— f  ^ 


4  ^^  y  '■—i   I  ■■  >■  ■  ■    I  ..  !■■  ^ a   'b  y 

d*ou  Ton  tire  la  Table  fuivante  ça  fijppoûat  w 

ou  hh=zaa-^m$ 


aa-^bby 


>  ■  11^ 


H 


9f 


■   "■        ■  il     I      I  »!■      I         fl  J       ■  1^^     I  ■ 


*\^: 


W-4-24 


iV: 


4  »  ^^       « 


;ip^=5//fw*— 44* 


W 


24*w* 


8cc^ 


|ti—     h 


■P««*HP*i«i 


*V^^ 


aHV' 


4<»  — ••4<»w 


*v: 


m 


»^V 


lia  m 


^8  4^*V^ 


MMi 
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Exemple.  Où  veut  trouver  les  deux  faéleurs  réels 
doubles  de  T équation  générale  du  quatrième  degré. 
Nous  avons  démontré  que^  (I  le  dernier  terme  de  cette 
équation  eft  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  racines 
réelles,  qu'on  pourra  trouver  par  les  méthodes  ordinai- 
res; &  en  diviiànt  T  équation  par  le  produit  des  deux 
Êiéleurs  (impies  que  donnent  ces  deux  lacines,  on  aura 
pour  quotient  "l'autre  £i£leur  réel  double.  Il  ne  nous 
refte  donc  qu'a  chercher  les  deux  fa£leurs  réels  doubles, 
lorfque  le  dernier  terme  de  l'équation  du  quatrième 
degré  eft  pofîtif.  Alors,  en  fidfàfit  évanouir  le  fécond 
terme  de  cette  équation,  on  pourra  toujours  la  réduire 

a  cette  forme  x*-+-J5r*if*-H*Cc';i-+c*=o,  &  on  aura 
fuîvant  la  Table. 

on  a  donc  les  deux  équations  m*'+4,a*m^i.Bc*m-—4,a 
C(^by---i  =:«,  ou,  en  divi(ànt  par  ^V'— i  ^^am 


/ 


I,  Partie,  Chap,  IV^  îjj 

iBc^a^i^Cc  =:::o^  dQU  loa  tjre  w=:; — • 

^  en   rub{lîtuan(  cette  valeur  de  m  dans  la  première 

cquatiôni  on  trouve  <?4^*-+3  2Bp*4^-+(4JB5 — i^) 

c^aa — .C^r  :^=;o,  équation  d'un  degré  pair  dont  le  der- 
nier terme  eft  négatif,  par  laquelle  on  trouvera  deux 
valeurs  réelles  de  //  f  On  aura  enfuite   la  valeur  réelle 

de  m  par  J  equatwn  m  =  ■   ■    ■>• '— —  d  ou  1  on  dedui- 

./a  la  valeur  de  ^^  par  T  équation  thz^aa^^m;  Sub- 
ftituant  ces  valeurs  réelles  au  lieu  de  4^  3c  de  ^^  dans 
le  trinôme  ^ff — ^j^as^-^aa^+l^by    on   aura  deux  fa» 


^eurs  réels  doubles  du   polynôme  i»*-+Bc';t*^HCr'# 


•^c   • 


Si  on  fuppofe  que  le   dernier  terme   dt   Tequation 

du  quatrième  degré  foit  négatif,  ou  '— t  ,  en  fe  fervant 
de   la   même   méthode   on   trouvera   pour  la  première 

équation  w*-+-4tf*;w-+-Br*w— 4^^-+Cc'tf— ^r  =•; 
la  féconde  équation  fera  la  même,  &  on  aura  pour  re- 

fultat  Tequation  6J^f^ ^^l^Bc^ a''-\r(^i^BB^'^i6)c' aa 

^-^C^c^zTzOf  On  peut  encore  remarquer  que  ce  reful- 

m64/^lzBc'a^^(/^BB^l6)c^aa^C\^=0y 

en  faifant  aazrzz^  devient   une   équation  du  troifieme 
degré. 
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CLVIK 

Quatrième  méthode.  Où  prend  pour  un  d« 
Éifteurs  réels  de  j^  Tequation  *  «  —  2  ^  x  »  Cos»  N— k 
aazr^Oy  dont  les  deux  racines  imaginaires  (ArncxLV.) 

Sont  M=:a{CoLN--¥Sin.Ny/~i)  &  ai=/^(Cos.N-- 

Sin^^V— •!)*  Oo  fubftitue  dans  J^rmae  des  deux  ra- 
cines au  lieu  de  x  comme  dans  la  metliode  précédente^ 
&   i*an  réduit   par  cette  fiibftîtutîon  le  polynôme  J^a 
deux  parties,  F  une  toute  réelk  qu'on  égale  a   zéro,  Se 

Tautre  multipliée  par  V — i  >  qu'on  égale  auffi  a  zero^ 

après  Tavoîr  dîvifee  par  V — i  ,  &  par  la  comparaifbti 
des  deux  équations  00  détermine  les  valeurs   réelles  de 

— : '  » 

S  y  de  Cos-N,  &  de  Sin^JV;  car  conune  Sin.iy— i-Cos.A^ 
=  I  y  lorfqu  on  aura  la  valeur  réelle  de  Cos.  N^  on  aura 
aufli  celle  de  Sin..iV,  &  réciproquement  •  Pour  les  puîffan- 

ces  de  «exprimées  par  celles  de  ^.Cos.JVzî:^.Sîn,JVV — 1> 
on  les  trouve  facilement  &  très  fijpiplement,  puilque 
(Art.  Lxxv.) 

On   a    toujours   x':=a'.Cos.nNzta' .Sln.nNV—i; 

9c^=za^.Cos.2Nzta\SirLzNV^ 


Par  confequent  <x^=:a\Cos.  zNdza\Sïn.^Nyf--i 
&  ainfi  des  autres  puiflances. 


Lor& 
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CLVIII. 

■ 

Lorsque  le  polynôme  J^  cft  réciproque,  &  qu'il  a 

la  forme  ;v*-4-^r;*^-*-H-Bc*x^* -i-5r^-*x*-h 

Ac^'^^H'^c'=:o  on  peut  prendre  avec  avantage  pour 
fun  de  fes  fâfleur?  réels  le  trinôme  nar — 2r*.Cos.JV-t^ 


f  c=:a,  dont  les  racines  font  x=zc.Cos.Ndtc.Sin.N^ — i^ 
&   la   puiffance    quelconque   oc^^zc" .Cos.ff 


c*  .Sin.nN\ — i.  Nous  donnerons  lappiication  die  cette 
méthode  dans  les  problèmes  fuivants» 

CLIX^ 

Problème.    Trouver   les   fà£!eurs  réels   doubles 

du  Uoome  gênerai  x  dbr^« 

Nous  refondrons   les  deux  cas  de  ce  Problème   par 
la  féconde  &  la  quatrième  Méthode» 

Premier  Cas*   «*-*-c* 


Solution  par  la  seconde  Méthode*  Sup- 
po(ant  «^-t-r^=ro,  &  comparant  ce  binôme  avec  le  po- 
lynôme réciproque  gênerai  «^  ^-¥Ac%^^  ^+Bc^  m 


,0 


Bc       m  -^Ac      #-Hrr  =0,  on  trouve  A=^OyB^ 
C:==io^  D:=zoy  &c.  &  en  prenant  pour  un  des  Êifteurs 
le  trinomQ  réciproque  xn— f-^rx-*-fc,  &  pour  Tautre 

£e 
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X — a     . A— 3 


fafteur  le  polynôme  réciproque  i?l=*       -+wrx 

UC  9Q      i^irpc  X      ^•••* -+*/>C      ^If  —f-Tir 


wc*^^x-*-r     *=o    oij   aura    les    équations    générales 

^/>-4-»=o,  Ô'c,  par  lefquelles  on  trouvera  les  va- 
leurs réelles  de ^  (Art.  CLii.)- 
Si  A=:3,  on  aura  ^=— !• 

Si  A=:4,  on  aura  ^=:zi:V2,  a  caufe  des  deux 
équations  mHrk=^Oy  2-4-^w  =  o, 


Si  A=5,  on  aura  m-+4=<>j  m-H-^m 
&  ^= • 


0 


> 


Si  A  =  (J,  on  aura  »i-H-^=(^,  »-i-^w4-i=:(?, 
2m'^kn=zoy   d'où  Ton  tire  ^  —  3^=r<7;   ^=o,   & 


Si  A=z7j  on  aura  m— ï-^^roj  »-+^m*-t- 1  =:oJ 
»— hi^»-+w  =  o,   d'où  Ion  tire  lequation  du  troiiîeme 


7 

degré  ^  -+-^^— i^-i-i  =0^  par  laquelle  on  trouve 
trois  valeurs  réelles  de  it,  &  qu'on  peut  refoudre  par 
les  Tables  des  Sinus, 

Si  Ar=8,  on  aura  »f-+^=o,  »—»-^wH-i=tfi 

/>--*-^;iH-wr:::(),  &  %n^kp'=o\  d'ou  ^oû  tire  k  — ^ 


4^/è-i-2=o;  ^^ — 2  =  :±Vi  &  ^=:=!:V2^7^. 
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CLX. 

» 

Lors  qu'on  a  troavé  les  £i£leurs  réels  du  binôme 

x^dtc'y  on  trouve  aifément  ceux  du  binôme  sc"^ zt c*^ ^^ 
dans  lequel  Texpoiànt  f^A   eft  multiple  du  premier  ex*^ 

pofant  A.  Car  en  failànt  9(l^=z%   &   c^=zby   on  aura» 

tr  =%  ^  Sec  =zb  ;  par  conlequent  x    z±c\  =zz  zrb  ^ 

de  la  forme  du  premier  binôme  x^iitc  . 

Par  exemple^  loriquon  a  trouvé  les  fafleurs  réels 

*-+r,  &  x«— ^rx— t-rr  du  binôme  **-+r  ,  on  trouva 
ctux  de  «  -4-^^,  en  failànt  j»*=;%,  8c  r*=:,^;  ce  qui 

rend  »*-4-r*=x^-+i',  dont  les  fa6leurs  font  z^t^b^z 


jpx*+rf,  &  %»— ^«-+^^=x  — r*;c*-4-r  ,  dont 
on  trouve  les  deux  fa£leurs  par  les  exemptes  précédents 

»xH-c»  V  3*+rc  ,  &  xx*— ex  V  3-+rc*  on  trouvera 

de   même   les  faéleurs   du  binôme  «^!H*c^  =  a;'-t-i  ^ 

dont  les  fiifteurs  font  «— i-^=:x*-+-r*,  &^a;%  —  bz-h 

i^ifz=zx^ — cî^î-+c*.  on  Cherche  les  fafteurs  de  ce  tri- 
nôme réciproque  par  la  féconde  méthode  qui  donne  les 
équations  m-4-^=0);?H-^w-(- 1=0^   îiw*I-^»=-~i; 

d'où  l'oa  tire  re<|iiatioa  k  -^  3  )^ -f  Jt2s:« ,  qu'on  peut 
n£aoiie  par  les  Tables  des  Sinus. 


/ 
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BINOMES.  {| 


'1  I  '  pi     1 1  •i 


n 


FACTEURS^ 


UPC-^CC 


MX  ,^€M 


HH^^CPC 


y  — — ~-  -+cr 

2 

y — ■ hce 


tex 


■...  — frr 


.-c.V 


•'s 


«  • 


rc 


i>ii«i 


J 


CLXI. 

Solution  du  premier  Cas  par  la 

Méthode  .  On  fùppofera  t(=c:Cos.N-H:SitLNV —  i  ;  par 

confequent  / = c" .  Cos.  A  N-+  c" ^in.X  AT. V"^?,  qu'où 

firi>iH tuera  au  lieu  de  x^  dans  le  binôme  proposé  «'^-i-c*,  ce 

qui   donnera  les  deux .  équations  (^,  Cos.  A  Ar-+ f *  =  o , 

&  c",  Sm.\KV — 1=0,  ou  Cos.AAr=— ipour  la 
première  équation,  &  Sin.  \N:=:zo  pour  la  féconde, 
qui   fuit  neceflkifcment  de  la  première;  puifque,  fi  le 
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Cofmus  d'un  angle  quelconque  eft  —  i ,  fon  Sinus  fera 
neceflairement  =  p.  w,  fi  Ion  prend  -n  pour  le  demi-cer- 
cle, ou  pour  Tare  de  i8o^,  &  M  pour  un  nombre  en- 
tier poil tif  quelconque ,  on  aura  toujours  Cos.(2M-+-i)7r 
=  —  I.  Donc   Cos.  \ N=rCos* (  2 M"^-** i)'f  y  par   con-. 

fequcnt  Tare  A  iV=  (  2  M-h  i  )  tt ^  Se  T  arc  U^  ^ — Itill. 
Si  donc  on  fubftitue  cette   valeur  de  U  dans  le  Trino- 

^ 

me  X*  — 2rx*  Cos^^-4-rc^  oa  aura  le  trinôme  xx—* 
2rx.Cos.  — ^-w^— hrc  pour  la  formule  générale  àts  &• 

fleurs  doubles  tî^-^c  ;  8c  pour  trouver  ces  diflferens  fâ* 

fleurs ,  on  n  aura  qu  a  fubftituer  dans  la  fraélioa  — r—  tt 

tous  les  nombres  impairs  pas  plus  grands  que  A,  air 
lieu  de  lAf— hi.  On  pourroit  bien  en  fubftituer  de  plus 
grands  que  A,  mais  cela  feroit  inutile^  par  ce  qu'on 
retrouveroit  le  même  fafleur  qu  auparavant  »  Il  faut  en- 
core remarquer  que^  (i  F  expofant  A  eft  un   nombre 

impair,  en  fiippofant  2M-+i=:A  on  aura  Cos. ^'»" 

=Cos.'7r=— I,  &  alors  k  trinôme  xM--«2rx.Cos« 

— —  7r-+fr  fera  le  quarré  xx— h2cx-*-rr  dont  la  ra^ 


ciae  eft  xH-c  ^eur  fimple  du  binomex^-K'^f 
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TABLE 

CONSTRUITE   PAR  LA  QUATRIEME 

METHODE. 


BINOMES.  I 


S 


FACTEURS. 


»    * 


î 


^*x— -irx*  Cos.  -^ yr 


ce 


XX— 2  CI».    Cos.  — -:»• 

4        -  ^ 

^    •  •  • 

XX— 2rx,  Cos.  — '^ 

4 


ce 


cC 


x-i-r 


/ 


5 


2CX.  Cos.  — -"fr-^ec 


^    •  •  •<  5 


XX  — 2rx.  Cos.  — -rr^^ec 


XX— 2CX.  Cos.  ---Tr-+r^ 

0 


x^-i-c^-'-^^xx  —  2rx.  Cos. -|-'»r-+rr=sx 


ce 


XX  —  2rx.  Cos.  ~'» 


ce 


x-H-r 


c  •  •  •* 


XX— 2CX.  Cos. — "^ 

7 

X  X  —  2  c  X .  Cos.  —  '^ 

7 

XX— •2r*.  Cos.  — ^ 

7 


ce 


ce 


ce 
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'binômes  .  Il 


FACTEURS. 


iM-MM-^ta**- 


«X— 2r««  Cos#  — -TT-^-rc 


> 


««— -zrx.  Cos.  — 'asr-+-rr 


«-♦•c 


' 


XX  — 2  ex.    Cos.  *»" 

9 


ce 


9 


;ix  — 2CX.  Cos.  —  T'' 
»«  — 2C#r.  Cos. — -»• 


ce 


ce 


KX—^2CX.  Cos.  -^'xr 

z 

#x  — 2rx.  Coç.—-':^ 


cr 


ce 


HX 2CX.   Cos.   —  TT-^ce 

lo 


*®  ■  r^®*^«x  — 2rx.  Cos. -^7r-+rr=xjc-+'rc 

lO 


XX 


2CX.  Cos.  — -Jr— i-cc 


lo 


ll«--^2fX.   Cos.   — -w+CC 


Mk 


r 


/" 
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CLXIL 
Second  Cas.    «•  — r^ 


Solution  par  la  seconde  Méthode.  Lorfque 
r  expoiant  \  eft  un  nombre  pair ,  nous  T  exprimerons 
par  2,^9  &  par  2,a— n,  lorfquil  eft  impair. 

Le  binôme  ;»*'*— c*"=(*^--*-c'')X(^''  —  c^)-  Le 
premier  de  ces  deux  la£leurs  h^  -W  appartient  au  pre* 
mier  cas  x''— K^;  le  fécond  fafteur  ^— cTi  rexpofant  eft 


encore  un  nombre  pair  =2»,ferax*''— c**=(x*-fc') 
X  (**— ^'))  &  anfi  de  fuite;  donc  Une  refte  plus  qua 

refoudre  en  fafteurs  le  binôme  x^ — c'y  lorique  Texpo- 
faut  A  eft   un  nombre  impair   2iU'-+i;  or  le  binôme 

x^^'^^ — r*'*"*"'  a  pour  faéleur  fimple  «»— r,  &  en  le  di- 
vifànt  par  ce  fafteur,   on  trouve   pour  quotient  le   po- 

lynome  réciproque  x    — i-cj»  '^     — ♦•r  fi         -^ 

^îfi— 2^2  _^^2>«—i^_^  ^2/«^  que  nous  içpellerons  T.  Il 
neft  donc  plus  queftion  que  de  la  refolution  de  ce  po- 
linome  réciproque  T  en  fes  fafteurs  réels.  Nous  fuppo- 
ferons  pour  cela  qu'il  eft  composé  des  deux  fave- 
urs   xir-f^cx-i-rc,   &  «*'*~*-+wc«*'^5-l-»c*x*''"^^ 

\^pc^M^^^ -^.;^r*'^V-+»r*'^V-t.;wc*'^* 

_^^2f*— 2^   que   nous   defîgnerons   par  la   lettre  JR..   En 

Ff 


^^S         Elemems  du  Calcul  inte'gral 

comparant  le  polynôme  réciproque  T  avec  le  polynôme 

réciproque  gênerai  h^^'^Ac  ;^*'*^^  — »-B  c^x^^"^^ ^ 

-I-B  ç  ^^^^pc^  -»-^r*'*~'4r-*-c*%on  trouve^=  i  ,a=  i , 
C:::ziy  Si  aînfi  de  fuitç  on  aura  donc  (ArucLii.)  les 
équations  fuivantes  w ^-t-^i^  j ,  ««-t-^ w^-f-  ï  =  x ,  on 
n-+-^w==5o,/>--+^»-+'m=:::=I,^--^^^--4-»==i,&ç.  par 
les  quelles  on  Trouvera  les  valeurs  réelles  de  k  dans  tous 
les  cas  particuliers,  pu  rçxpofant  î  /x-»-i  fera  déterminé . 
Si  ih-^  I  ^=  3  )  ^^  *ur^  ^=  I ,  &  les  fafteun 
de  ;f' '-^ c' feront  x-^^Cy  ScsX'^cx^+cc^ 

Si  2^t— i-ï^^^S,  on  aura  le  fafteur  R=::>p*'-+warx 
'-+rr  &   les   équations  ww-^=j  ,    &    x— H^w  =  r, 

au  lieu  de  »H-^m=co,  par  ce  qu en  comparant  ^^^mcx 

^-^cc  avec  la  formule   générale  -R  ^:=::  x*'*^*  'H- m  ck^^"^^ 

^-1- »  r^*'''^^— H  &c ,   on  trouve  »:=:i;   on  tire   de  ces 


i^^, 


équations  kk'-^k=^i ,  &^=  -^ — ;  ce  qui  donne  les 

r  r^  J  H-  ^s  «  t  —  ^s 

deux  facteurs  atfif-+r«, — f-cr,  0cxx-4*r«. 


ce. 

Si  2.^— »-i  =  7,  on  aura  le  faflcur  R=:x^— »-wr«' 

nc^ x^-^mc^ x^-\rc^ y  &  les  équations  w— 1-^=1, 
n''^km:=zOy  & /w— H^;j-+w=  I ,  au  lieu  dcp-^k» 
^-4-w=i,   par  ce  que  dans  ce  cas  pz=m»  de  ces  trois 

équations  combinées  op  tire  ceile-cy  k^ — ^^— 2^-+-i 
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Si  2JU.— »-i=p,  on  aura  le  faéleur R 


2'i7 
mcx^ 


n c x*—hù  c^ x^  —^  nc^  ** 


s         .     6 


k 


mc'x^\-c  y  &  les  équations 

n=ziy   ou    zn^^kp='iy   d'où  Ton    déduit  T équa- 
tion k^ — k^ — Zkk-hzk-^i'=Oy    qui     cft    divifible 

par  /^  —  I  =: a,  &  qui  a  pour  quotient  ^'—  zk  —  i  =^o  ; 
on  aura  donc  pour  un  des  fafleurs  doubles 'le  trinôme 
xx-^cx^+ccj  &  on  déterminera  les  trois  autres  fave- 
urs par  les  trois  racines  réelles  de  requatîon^'  —  3k-^i 
=  0,  quon  peut  relbùdre  par  les  Tables  des  Sinus  • 


<mm 


TABLE 

CONSTRUITE  PAR  LA  SECONDE  METHODE . 


BINOMES  «Il 


FACTEURS, 


Ç      •  •  • 


M«-4-r« 


ce 


^x— Hrr 


•  •  • 


X  — r  ••• 


XX'^CX  -^cc 

t 


XX-'^CX 


ce 


22^ 


Elemens  du  Calcul  intégral 


binomb;s.{| 


FACTEURS. 


x'^c' 


98    •■"* C    •  c  «. 


(^9t  fC C 


«-+rr 


î 


^— c 


c  •  •  • 


xx-+rxH-cr 


7      Ç^ 


4      Çârx-frx  V  2 -4-r 


^/^— 2^-fI 

c 


/ 


c  •  •  • 


xx--+-rc 


an^'^cc 


X-+C 


X— r 


9  9 

X  — «c  ••• 


X  — <? 

xxH-rx— Krtr 

xx-f^cx-i-rr,  &  Je  —  Zk — l 


ï 


;çIO flO 


XJCH-CX.  -4-cc 


I 


X — c 


xx-+rx«- -— -+rr 
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CLXIIL 
Solution  du  second  Cas  par  la  auATRiE- 

ME  METHODE.     Suppofant  que  le  trinôme  indétermi- 
né :cx  —  2 ex.  Cos.  N-^cc   foit  un  faélcur  du  binôme 

«^ — c^y  &   que   x  =  r*  Cos.N-^c.  Sin.N.  V — -i^on 

fubftituera    dans    ce    binôme    c^ .   Cos.\N^+c'.  Sin. 

ANV  —  I    au  lieu   de  x^y   &  on  en  déduira  les  deux 

équations  c".  Cos.  \N'^^c'=zoy  8c  c^.  Sin.AJV.V — i 
={?,  ou  Cos.  \N=ziy  &  Sin.  \N=zo.  Cette  féconde 
équation  eft  une  confequence  de  la  première,  comme 
il  faut  quelle  le  foit,  puifquon  n'a  quune  feule  incon-^ 
nue  Cos.^r  a  déterminer.  Or  en  prenant  2  M  pour 
un  nombre  pair  quelconque  &  tt  pour  la  demie  circon- 
férence du  cercle  dont  le  rayon  eft  l'unité,  ou  a  tou- 
jours Cos.  2  M-^  =  I  i  donc  ,  puifque  Cos.  A  N=z  1 , 
on    aura    Cos.Aj^=:  Cos. 2M7r,   lare   XN'^^zM^^ 

&  N=: ;   donc   en  fubftituant  au  lieu  de   N 

dans  le  trinôme  sêx—^icn.  Cos.  N-+cr,  on  aura  la 
formule  générale   pour  trouver  les  fafteurs  réels  doubles 

du  binôme  x"  —  r^  ,  en  mettant  fucceflivement  dans 
cette  formule  tous  les  nombres  pairs  pas  plus  grands 
que  A  au  lieu  de  2  M;  car  il  eft  inutile  de  fubftituer 
des  nombres  pairs  plus  grands  que  A  ,  par  ce  qu  ils 
rendent  les  mêmes  Cofmus,  que  les  nombres  pairs  qui 
ne  font  pas  plus  grands  que  A  • 


\ 
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Il  faut  remarquer  que,  fi  ion  fubftitue  zéro  au 
lieu  de  2  M  dias  la  fraftion  ,   elle  devient  zera, 

Se    par    confequent    Cos. '  =  Cos.  a  =  i  ,    ce   qui 


change  la  formule  en  un  quarré  :c99  —  2cx— l-cf  =  (7, 
dont  la  racine   u— r  eft  un  fafteur  fimplc  du  binôme 

«^ — c^y  quoique  ce  quarré  n'en  fbit  point  un  fa6leur 
double.  De  même  lorfque  A  eft  un  nombre  pair^  & 
qu  on  fubftitue  A  au  lieu  de  2  M*  dans  la  formule  y   on 

a  Cos,  =  Cos.7r=: — i^  ce  qui  change  la  for- 
mule en  un  quarré  xxH-2rx-+c'r=:o,  dont  la  raci- 
ne 9c^hc  eft  un  fa£leur  fimple  du  binôme  x" — r^, 
quoique  ce  quarré  n'en  foit  pas  un  faéleur  double. 


r 


TABLE 

DES   FACTEURS   DU    BINOME   /— r* 

CONSTRUITE 
PAR  LA  QUATRIEME  METHODE. 


BINOMES.  Il  FACTEURS. 


I.  Partie.  Chap,  IV. 


BINOMES»  Il 


FACTEURS. 


pç  —  C 


«*— •jrx.  Cos.  ^-^TT^^cc 

5 


X— -r 


^       <      J  ^        * 

^  — 'C  *••<;»«— 2r;^f  Cos. -— TT 

0 


;ipx— -zf^tf.  Cos.  ^-j-iT 

6 


9C  —  C 


XX 


XX 


XX 


2  ex.  QOS.  -Jr 

7 

2CM,  Cos.  •■^nr 

7 

2r*.  Cos;  '—ir 

7 


«— -c 


8 

C      •  •  •! 


IF— i-r 


I9X 


XX 


ce 


ce 


ee 


ce 


ee 


zex.  Cos.  -— -sr-f-rc 

8 

zex.  Cos.  J-'w-^+rr 

8 


i(M 


^3^ 


>f«— 2r«r^  Cos. -^  TT-H-rr 


*4ii 
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BINOMES.  Il 


FACTEURS. 


««— 2CX.  Cos.— •»■ 

9 


ce 


9*     J  HM 


•  •  •! 


j»*  — 2r«r.  Cos.  — -TT— i-cc 


2r«.  Cos.  — TT— t-rc 

6 

9 
XX— 2fAf.   Cos.  — TT— hcr 


X  —  c 


X— l-C 

xx-=— 2CX.  Cos.  — -îT 

lO 


^»^— f>^.<XX 


XX 


XX 


2CX.   Cos.  —'TT 

xo 

^         6 

lO 

2rx*  Cos.  — ir 

20 


ce 


-'^CC 


ce 


ce 


CLXIV, 

f 

Problème  IL  Trouver  tous  les  fa6leurs  réels  fim- 


^  x^  =tc'^ 


pies  ou  doubles  du  trinôme  generalx    —  2i& 
dans  lequel  b  eft  un  nombre  pofîtif  ou  négatif. 

Cas  L  Lorfque  le  dernier   terme  eft  négatif,  ou 

•ii^r*^.  On  a  dans  ce  cas  Tcquation  x*^— '2^c^x^  = 


L  Partie.  Ghap.  IV. 
r*\  qui  donne** — bc''=zdty  bb^-^iy  donc  le  trinôme 

fe  reibut  en  deux  binômes  réels  **  • — b  c^^^c^  ^  bb^^ij 

&  x^  —  bc'—^c^  \l bb--¥  I ,  dont  on  trouve  les  Étfleurs 
réels  par  le  problème  précèdent. 

Cas  il  Lorique  le  dernier   terme  eft  pofitif,  ou 

— hr*^.   On  a  dans  ce  cas  T équation  x^^ -^zbc^ x' z=z 

—  r*^,  qui  donne  9$'-'^bc^=zztc^y  bb  —  i  ,  quan- 
tité réelle  )  lorfque  b  nefl  pas  plus  petit  que  runité, 
&  dans  ce  cas  ^  comme  dans  le  premier^  le  trinôme  (e 

refout  en  deux  binômes  réels  «  -^b^^^-c"  ^  b  b-^  i 

8cx^—^bc''—*c^Vbb^^iy  dont  on  trouve  les  fafteurs 
par  le  problème  précèdent. 

Cas  III.  Lors  que  dans  le  (êcond  cas  le  nombre 

b  eft  plus  petit  que  l'unité.  La  quantité  Vi& ^ft  —  i  de- 
vient en  ce  cas  imaginaire  &  il  faut  avoir  recours  a  d'au- 
tres méthodes  pour  trouver  les  fafteurs  réels  qu  on  cherche . 

CLXV. 

Solution  du  Cas  IIL  par  la  seconde  Mé- 
thode GENERALE.  On  fuppofera  que  le  trinôme  réci- 
proque **^  —  2i&c^x*— »-c*^eft  le  produit  du  trinôme  ré- 
ciproque i*«H-/^cx—Kr  multiplié  par  le  polynôme  récipro- 
que R^  ou  »^^— *-Hmr^^^— ^-^;?r***^^-+/>r^^*^5 

Gg 
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&  que   tous  les   termes  de  ce   produit   font   égaux  aux 

termes  correfpondans  du  trinôme  ;«*  — zbc  n  -+c*^^ 
par  ou  l'on  aura  les  équations  w-+^=(7^  »— h^m— n 
=  aj^-+^;i-+w=:aj  &c.  jufqua  ce  quon  foit  arrivé 

a  Tequatîon  qu  on  tire  du  terme  mitoyen  —  2  /&  r^  >î^  .  On 
trouvera  par  la  comparaifoa  de  ces  équations  les  valeurs 
réelles  de  ky  quon  fubftituera  dans  le  binôme  xa^^kcK 
ce  y  pour  avoir  les  fa6leurs  réels  du  binôme  proposé . 

Exemple  I. Pour  relbudre  le  trinôme «"^ —  xhc' 9^ 

â  ^  On  fuppofera  que  fes  deux  fadeurs  (ont  sx-^kcx 
ce  y  Se  xx^m  cx^i-cc^  dont  le  produit  comparé 
avec  le  trinôme  proposé  donnera  deux  équations  m-^k 
=0y  &2-+/^w  =  — 2/^.   On    tire    de    ces    équations 

»l  =— ^j  &2 — ^^=— 2i&,  OU^^=2-+2i^   8c  k=^ 

V  2  H-2i&;Donclesdeuxfa6leursferontxx— f-rxy  2  — f-2A 

Exemple  IL  Pour  le  trinôme  x*  —  2/&r' x^-4-c* 
on  fuppofera  que  fes   fa6leurs  font  xx'+kex^i-cey   & 

x^  — I-  w  c  X*  — *-;?r*  **  — t-  w  r'  X  -+r*;  leur  produit  com- 
paré  avec   le    trinôme    proposé    donnera   les   équations 

wH-i^=:o,  «-^^w-H-I  =0,    &  2W-H-^«=: — 2  i&  ; 

d'où  Ton  déduit  w= — ky^=^kk  —  lySck^  —  3^-+ 
zh^=iOy  équation  du  troifieme  degré ,  par  laquelle  on 
trouve  trois  valeurs  réelles  de  ^ ,  &  qu'on  peut  refoudre 
par  les  Tables  des  Sinus* 


I.  Partie.  Chap.  IV,        '  135 

Exemple  III.  Pour  le  trinôme  **  — zbâ»^  h-c' 
en  fuppofant  x*=2  ,  &  c*  =  ^ ,  on  en  fait  le  trinôme  «♦ 
—  2  hb"^  z*  -4-^*, dont  les  fafteun  font  sszh-^2V^2— f-2^ 

refout  le  premier  de  ces  trinômes ,  comme  dans  T  exem- 
ple premier,  par  les  équations  j»-i-k=:o^  &  2 -h  km 
=  V2-+2^,  d'où  l'on  déduit  w:= — ky   kk^i-^ 

Vi-hib^Sc  k  =:±r    2— V"2-+2.é.  Le  fécond 


trinôme  fe  refout  par  les  equarions  m -*- ^ = 0 ,  &  2-1-  km 
= — V2-»-2^5  d'où  l'on  déduit  ^^=2-*-V^2-+2i, 

&  k  =d:/^2H.VI^=iT^, 

Exemple  IV^  Pour  le  trinôme  «" — ^Bc^m^-*- 

c    ,  on  prendra  les  deux  fàéleurs  xx-^kcM-i-cCyScx^ 


7  ^ 

>»c  *-4-r  ,dont  le  produit  comparé  donnera  les  équations 


-H-;j  =  o^2/>— i-^^rrr: — 2  /&,  <l'ou  Ton  tîre«i=:—i ^,  » 

•"S'x  — H5^-H-2Â  =  aj  équation  «du  cinquième  degré 
qui  donnera  cinq  valeurs,  réelles  >de  k ,  8c  qu  on  peut 
refoudre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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TABLE 

DES    FACTEURS   RÉELS 
DU  TRINOME    GENERAL    JC*"— 2i&C^3C'' 
PAR   LA  SECONDE   METHODE. 


.IX 


TRINOMES. 


FACTEURS . 


Cas  I. 


!••- 


%bc^  n 


\     K  IXIH 


bc^^-^c"  y  bb-^i 


Cas  n.    r  a    X 

h  n'étant  pa^V»^  .^^  A>  ^^  .a^»^  ^^ 

plus  petit    <*  *^^   *   ^^ 

q^ue  ranit^« 


2     2 


2^*« 


•  «^ 


««;— CN 


2^<:'«' 


H» 


•  •( 


h^c«-+rr 


Cas  UL 
^  étant  plus 

petit 
qtt«  rqnittf. 


xx^^cx 


8 


2i^C  ^ 


4   4.8 


•  •* 


r   2-— V  2-*-2^--H'r 


X*-+CXr^  2-+-V^2-4-2i*-+rC 


A'^  2-t- V  2-+2  i^-rr 


«f«— <x, 
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CLXVI. 
Solution  du  troisième  cas  par  la  qua- 
trième Méthode.  Fuifque  dans  ce  troifieme  cas  le 
nombre  donné  b  eft  plus  petit  que  l'unité,  on  peut  le 
fuppofèr  ^al  au  Cofinus  d'un  angle  donné  que  nous  de* 

£gneroBs  par  Hj  ainfi  le  trinôme  a  refbudre  fera  m*''— « 

2f'^«  .G)s.H-+c'*«  Or  fuppofànt  que  ««—îcx.Cos. 
N^~(.cr=o  {bit  le  h&.t\xx  double   indéterminé    quoa 

cherche ,  on  aura  «» = c.  Cos,  AT-i-c.  Sin.  JV.  V  —  i  y  *  "^  =s 

c*\  Cos.  2  A  2Sr-f  c»\  Sin.  iXkV^;  ic'h'',  Cos.H 


= 2  c**^ .  Cos.  H  Cos.  A  N-+  2  f  "  Cos.  H.  Sin.  X  JST.  V —  i  > 
&  par  la  quatrième  méthode  les  deux   équations  c^^ . 
Cos-  î  X  N—  2  c^^.  Cos-  K  Cos.  A  2V  -+r*^=:o  ;  c*''  Sin. 
z\N.V^^ — 2  c*'' .  Cos.  H.  Sin-  A  JST.V^  —  i=:o ,  ou  Cos. 

2^J^^— 2.Cos-//- Cos.^J^^=— I,  &  sin.  2AAr=2. 

Cos.  H  Sin-  A  N.  Mais  on  a  toujours  Cos.  2  A  A^i  =  2. 

Cos.  A  N  —  I  ;  Donc  en  fubftî tuant  cette  valeur  de  Cos- 

2  A  AT  dans  la  première  équation ,  on  aura  2.  Cos.  A  N 
—  I— -  2.  Cos.  H.  Cos.  A  N=:—  I  ;  par  confequent  Cos-  A  N 
=  Cos.  If.  on  trouve  la  mefme  chofe  par  la  féconde 
équation  ;  car  on  a  toujours  Sin-  2  A  2V=  2.  Sin.  A  j^^ 
Cos- A  AT,  &  en  fubflituant  cette  valeur  au  lieu  de  Sin* 
2  A  AT  dans  la  féconde  équation ,  on  trouve  2.  Sin-  A  N. 
Cos.  A  JV=  2.  Cos.  H.  Sin-  A  ^  par  confequent  Cbs.  A  N=i 
Cos.  H;  ce  qui  fait  voir  que  la  féconde  équation  d^ 
une  fuite  de  la  première* 
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Maintenant  fi  on  fuppofe  que  iMfoit  un  nombre 
pofitif  quelconque  &  -^  la  demie  circonférence  d' un  cer* 
cle  dont  le  rayon  eft  T  unité,  on  aura  toujours  Cos. 
(2  M^I±H)=:Cos;H,  quelque  foi t  Tare  H;  donc  Cos. 
\N=zCos.{2M7rdtH)'^  par  confequent  ^N^^zMtt 

ZitH  &N=^ — ^"^  ■■  i  donc*  fi  on  fubftituc! — ^~     au 

lieu  de  JV  dans  le  trinôme  xx~^2cx4Cos.N-^ccj  on 

aura  x*— 2r^.  Cos.(^ — ^-^ — j  -H-^r  pour  la  formule 

générale  des   facteurs  réels  doubles  du   trinôme  proposé 

9s^^—'2c'm'.  Cos.H— hc*^;  &  on  trouvera  ces  differens 
fafleurs  en  mettant  fuccel&vement  dans  la  formule  tous 
les  nombres  pairs  pas  plus  grands  que  A  au  lieu  de  2  M; 
Car  il  eft  inutile  d'en  (ubftituer  de  plus  grands. 

Exemple. On  veut  trouver  les  deux  fafteurs  réels  dou- 
bles du  trinôme  **—  2  r*  «* .  Cos.  H-4- c^.  On  a  A=  2 ,  & 
en  fubftituant  d  abord  zéro  au  lieu  de  2  M  dans  la  formule 

générale  x  x —2  c  x .  Cos.  (  ^ — Zm^  ^  *+•  ^  ^>  ^U^  devient  x  x— 
2  ex.  Cos. ut  —  -+cr=xx*—  2  ex. Cos.  — •  -+cr;  par  ce  que 

XJ  XJ 

Cos.  rî: —  =  Cos.  -— •  :  en  fubftituant  enfuîte  2  au  lieu  de 

2My  on  auraxx-— 2cx.Cos/ -TT^t— j-+cc=i:xx--*-2cx.Cos. 

—  — *-rc;  par  ce  queCos.f '^:i-— j=— -Cos.  — .  Il  feroit 

inutile  de  fubftituer  4  au  lieu  de  2  M,  car  la  formule 
deviendroît  xx— «2 cx,Cos.f  îTr^t  — Vf-rc=:xx — 2cx* 

Cos. zt^-^^^cc^  comme  auparavant. 
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2  35^ 


^ "    I  <> >i  ■■  f-' 


TABLE 
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FAÇ  TEURS, 
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-fCC 
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XX 


-2CX.C0S.( -^î^  JH-CC 


[xx— 2rx.Cos/ ^j-frc 


xx--2cx,Cos.f  ^^^=- j-+cc=:xx-^2rx.Cos»  -'+cr 


xx-2rx,Cos*-H-cc 


X  -2  rXtCos.( J  -*TC 


lo 


V      S 
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V    S 


-fCC 
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CLXVIL 

Problème  IIL  Trouver  tous  les  &£leurs  réels  fim^ 
pies  ou  doubles  du  quadrinome  gênerai  x'^-^-^'c^;!*^-*» 

En  faifànt  x^=:zy  &  c^=zb^  on  cangera  le  qua- 
drinome   gênerai   en   une   équation   du   troifieme   degrc 

X  '^Abz^'^Bb^zltb  ,  qui  aura  toujours  au  moins 
une  racine  réelle,  comme  z=zz±ay  qu'on  trouvera  par 
les  méthodes  connues;  on  divifera  enfuite  cette  equa* 
tion  par  le  fafleur  zZ^az=::oy  &  on  aura  pour  quo- 
tient  exa£l  un   trinôme,    ou  une   équation   du  fécond 

degré  de  la  forme  »*-*-^'^»-+J3'^*  =a;  on  remet- 
tra dans  ce  trinôme  &  dans  le  binôme  zz^l^  les  va- 
leurs de  2  &  de  ^,  &  on  aura   pour  faéleurs  réels  du 

quadrinome  proposé  le  binôme  x^jqi/^,  &  le  trinôme**'^ 

^^A'c'x'-^Bc^^y  qu'on  decompofera  dans  leurs  £ifle- 
urs  réels  fimples  ou  doubles  par  les  deux  problèmes 
précédents  • 

CLXVIII. 

Problème  IV.  Trouver  tous  les  fafteurs  réels  du 
quinome  gênerai  ou  du  polynôme  de  cinq  termes  n^^ 

On 
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On  fuppofera  comme  dans  le  problème  précèdent 

ic^=«  5  &  r'^  ==  ^ ,  &  on  changera  le  quinome  proposé  en 

une  équation  du  quatrième  degré  %*-*-^^%'-h-5^*2;* 

-^C^  %ztb  =zo.  Lorfque  le  dernier  terme  t^  de  cet* 
te  équation  fera  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  raci- 
nes réelles,  qu'on  trouvera  par  les  méthodes  connues, 
&  qui  donneront  deux  fafteurs  réels  de  cette  même 
équation.  On  divifera  enfuite  toute  ï  équation  par  le 
produit  de  ces  fafleurs,  &  le  quotient  exaél  fera  un 
trinôme  réel  du  fécond  degré.  On  aura  donc  par  la  pour 
faùleurs  réels  de  T  équation  du  quatrième  degré  deux  bi- 
nômes fimples,   &  un  trinôme  du  fécond  degré,   &  en 

remettant   dans  ces  faéleurs  x^  au  lieu  de  %,   8c  c^  au 

lieu  de  ^,  on  aura  trois  faéleurs   de  la  forme  x^zt/ty 

&  x^^^-^A'c^x'-^B'c^^y  quon  decompofera  en  leurs 
faéleurs  réels  fimples  ou  doubles  par  les  problèmes  pré- 
cédents . 

4 
Lorfque  le  dernier  terme  b  de  Tequation  du  qua- 
trième degré  fera  pofitif ,  on  pourra  toujours  la  refoudre 
en  deux  équations  du  fécond  degré,  ou  en  deux  trinô- 
mes réels  doubles,  comme  nous  l'avons  démontré.  En- 
fuite  après  avoir  mis  h^  au  lieu  de  « ,  &  r^  au  lieu  de 
b  dans  ces  deux  trinômes,  on  les  decompofera  par  le 
problème  précèdent. 

Hh 
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CLXIX, 

Corollaire •  Le  fextiaome  gênerai,  ou  le  poly- 
nôme de  fix  termes  ^î^-^^c^^^'-h^r^^^^H-Cc^"**'' 
-+Dr'^Vi±c^^fc  change,  par  les  fubftitutions  de  z  au 

lieu  de  x^,  &  de  ^  au  lieu  de  c^  ,  en  une  équation  du 
cinquième  degré,  qui  a  toujours  au  moins  une  racine 
réelle,  qu'on  trouvera  par  les  méthodes  connues  de  cal- 
cul ou  de  conftru6lion.  On  divifera  enfuite  cette  équa- 
tion par  lo  faéîcur  fimple  que  donne  la  racine  trouvée, 
8c  on  la  réduira  a  une  équation  du  quatrième  de^ré, 
quoa  decompofera  par  le  problème  précèdent  ^t 

CLXX, 

Problème  V.  Trouver  tous  les  faéleurs  réels  Am- 
ples ou  doubles  du  feptinome,  ou  polynôme  gênerai  de 

fepttermesx^W^c'^^^-^£c'^;c^'-^C(:î'x^''-t-DcV^ 

On  réduira  ce  polynôme  en  une  équation  du  fi- 
xieme  degré  par  la  fubftitution  de  z  au  lieu  dex'^,  &  de 

b  au  lieu  der  ,  on  refondra  enfuite  cette  équation  en 
faéleurs  réels  fimples  ou  douj^les,  &  après  avoir  reftitué 

dans  ces  fafleurs  m^  au  lieu  de  % ,  &  c^  au  lieu  de  ^ ,  on 
les  decompofera  par  les  problèmes  précédents. 
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Cas  I.  Lorfque  le  dernier  terme  de  Tequatioii  du 
fixieme  degré  eft  négatif,  '  elle  aura  au  moins  deux  ra- 
cines réelles ,  qu'on  trouvera  par  le  calcul ,  ou  par  con- 
ftru£lion.  On  divifera  enfuite  F  équation  du  fixieme  de- 
gré par  le  produit  des  deux  £i6leurs  que  donnent  les 
deux  racines  trouvées,  &  le  quotient  de  cette  divifîon 
fera  une  équation  du  quatrième  degré,  qu'on  refondra 
par  le  problème    précèdent  en  faveurs    réels  fimples  ou 

doubles.  Enfuite  après  avoir  remis  dans  ces  fafteurs  x" 

au  lieu  de  % ,  &  r^  au  lieu  de  ^ ,  on  les  decompofera 
par  les  problèmes  I.  &  II. 

Cas  II.  Lorfque  le  dernier  terme  de  Fequation  du 
fixieme  degré  fera  pofitif,   on  pourra  encore  la   divifer 

par   un   trinôme   de   deux   dimenfions.   Car  que  x  -4- 

»r**^-+-/^r^x^-4-^r^x*-+-rc^x-H-c  =:o  foit  Fequation 
générale  du  fixieme  degré,  dont  on  a  fait  dilparoitre 
le  fécond  terme,  &  dont  le  dernier  terme  eft  pofitif; 
ayant  fupposé  que  le  trinôme  indéterminé  xx  — z^jc— «- 
aa^-^bb  eft  le  fa6leur   réel  de   deux   dimenfions  quon 

cherche,  que  a^^a-^bV — i,  &  in=:aa — bb ^  on 
fubftituera  dans  Fequation  du  fixieme  degré  au  lieu  de 

*,  &  de  fes  puiflances  le  binôme  a-^byf  —^i^  &  fes 
puiffances,  quon  trouvera  par  la  table  de  la  troifieme 
méthode^  comme   on  le  voit  icy 
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!   =ot'h-Iî/»*»»'— 12  «*»»—♦•  <^4m*^  y — I 


^ipc^a^&V^ 

6        6 

c         =.c 

&  on  aura  les  deux  équations  fuivantes: 

4      .      5 
iqc  a'-^rc  z=zo. 


En  fuppofant  Za^ -h^nc^  a-^pc^=iA;  —  8  tf  ^  -f  2  />  c'/»' 
zqc^a-\rrc^-==.B  ;    i2tf*H-»c'  =  C;   —  ij/ 


/ 


rc  a^hc  =^E;  les  deux  équations  feront  $arn'-\-dm 


B  —  0,  &  rn^-hCm*-i-Dm-hE=:o;  en  les  com- 
parant entr'ellçs  on  trouve 

6aaE-f-AB — 6a  BC 


m 


6aAC.->4A-*.$aB  —  jtf**^ 


I.  Partie.  Chap.  IV,  245 

&   en    fubftituant    cette   valeur    de   m    dans    requation 

6am^ -hAm^hB^^^^Oy  8ç  reduifant  en  niéma  dénomi- 
nation, on  trouve 

6a  (  ^SaaE'-hAB  —  ôaBCY  -^A  {  ^ôaaE  -î- 

AB—^6aBC)X  (SaAC-^AA^héaB  ^^^a^D) 

^B{6aAC^AA-+6aB'--^l6a'Df:^o. 
il  feroit  fort  long  de  développer  cette  équation  par  la 
fublHtution  des  valeurs  refpeélives  de -^^  £,  C,  D,  £. 
On  peut  plus  facilement  trouver  en  particulier  le  terniQ 
quon  voudra;  par  exemple,  le  premier  terme  ou  fc 
trouve  la  plus  haute  puiflance  de  l'inconnue  //;  le.  der- 
nier terme  qui  neft  point  afFe£lé  de  ^;  le  pénultième 
terme  ou  fe  trouve  a*^  celui  qui  précède  le  pénultième, 

ou  fe  trouve  le  quarré  ^^ ,  &  ainfi  des  autres  •  Car 
pour  trouver  le  premier  terme,  on  na  qua  conferver 
dans  les  valeurs  de  -4",  B,  C,  D,  £  le  terme  ou  fe 
trouve  la  plus  haute  puifTance   de  a^  &  effacer  tous  les 

autres,  c'eft  a   dire,  fuppofér  -^=8^  ;  B==— 8^^; 

<  ♦ 

C=::i2tf*;  Diz^— la/;  £= — ^nc^a^;  &  après 
avoir  mis  ces  valeurs  au  lieu  de  Ay  Bj  C^  Dy  E 
dans  Tequation ,  effacer  les  termes ,  ou  la  plus  haute 
puifïànce  de  A  ne  fe  trouve  point*  On  trouvera  de 
cette  manière  que  le  premier  terme  de  Tequation  dé- 
veloppée efl  —  35. 8. 8- 8. 8.81 /ï'^. 


\ 
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On  cherchera  le  dernier  terme  de  Tequation  déve- 
loppée en  effaçant  dans  l'équation  non  développée  toutes 
les  quantités  qui  font  multipliées  par  a  y  ou  par  Tes 
puiflances;   ce   qui   réduira    cette   équation    a    A.AB. 

(^AA)^B.  (^AA)\  ou  a  --A^B^a'^B, 
par  ou  Ton  voit  que  le  dernier  terme  de  l'équation 
développée  eft  zéro.  On  cherchera  le  pénultième  ter- 
me, en  effaçant  d'abord  dans  l'équation  non  developpie 

les  quantités   qui   font  multipliées   par  a^;   en  fuppofant 


y 


enfuite  A^zj^nc^a^-^pc  iB=izqc  a-^t-rc  ;C 

D=j^pc  a^+qc  ;£=:rr  tf-4-r  ,  &  après  avoir  fub- 
ftitué   ces   valeurs   dans   Tcquation   non  développée,   on 

effacera  tous  les  termes  ou  fe  trouvent  a^y  a  y  a  ^  8cc. 
&  ceux  ou  a  ne  fe  trouve  point,  il  ne  doit  refler  a- 
près  cela  que  le  pénultième  terme,  qu'on  trouve  encore 
égale  a  zéro.     Si  Ton  cherche  de  la  même  manière  les 

termes  ou  fe  trouve  a^y  ou  celui  qui  précède  le  pénul- 
tième, on  trouvera  quil  n'efl  point  zéro. 

Ainfî  l'équation   développée,   qui   etoit   du   dixfep- 
tieme  degré,   &  dans   laquelle   les  deux  derniers  termes 

s'evanouïffent ,  fe  réduira,  en  la  divifant  par  tf*,  a  une 
équation  du  quinzième  degré,  qui  aura  au  moins  une 
racine  réelle,  qu  on  pourra  trouver  au  moins  par  con- 
ftruélion,  &  par  laquelle  on  trouvera  la  valeur  réellff 
de  w,  au  moyen  de  l'équation 
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^6aaF^AB  —  6aBC 
Ô^AC  —  AA'^àaB  —  ^ôa''  D^ 

h  puis  celle  de  h  h  par  Vequation  bb:=:.aa — -m.  Donc 
en  fubfti  ruant  ces  valeurs  réelles  au  lieu  de  /r,,  8c  de 
bl>  dans  le  trinôme  «^ — ^lap^^^aa-^bby  on  aura  un 
£\6leur  rçel  double  de  requation  du  fixîeme  degrç , 
qq  on  réduira  par  U  divifion  a  un  quotient  du  quatriè- 
me degré,  &;  on  refoudra  ce  quotient  en  facteurs  réels 
par  le  problème  précèdent;  cç  qui  donnera  la  decompo^ 
fition  du  polynôme  gênerai  de  fept  termes, 

REMARauE,  On  voit  par  les  Problèmes  que  nous 
venons  de  refoudre  qu  on  peut  toujours  réduire  les  po- 
lynômes généraux  a  des  équations ,  dans  lesquelles  la 
plus  haute  puiflance  de  l'inconnue  a  pour  cxpofant  le 
nombre  des  termes  du  polynôme  moins  Tunité^  &  que 
la  deçompofition  de  ces  équations  donne  celle  des  poly- 
nômes généraux^  On  fait  encore  que  les  équations  de 
dimenfion  impaire  ayant  au  moins  une  racine  réelle 
qu'on  peut  trouver  par  le  calcul,  ou  au  moins  par  con- 
ftru£lion,  peuvent  fe  réduire  par  la  divifion  a  des  équa- 
tions de  dimenfion  paire,  8c  quainfi  tous  les  problèmes 
fe  reduifent  a  la  decompofîtîon  des  équations  de  dimen- 
fion paire  ^  Ceft  de  la  poffibilit^  d'une  telle  deçompo- 
fition,  que  dépend  cette  belle  propofition  qu'on  fuppoft 


^V^ 
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communément  dans  le  calcul  intégral,  par  laquelle  on 
afllire,   que   Imtégrale  d'une   telle  formule  différentielle 

-^,    ou  P   &  j^  expriment   des  fondions    rationelles 

quelconques  de  1^,  fe  peut  toujours  trouver  algébrique- 
ment, ou  par  les  logarithmes,  ou  par  des  arcs  de  cer- 
cle. Or  nous  avons  démontré  dans  les  deux  premiers 
Articles  de  ce  Chapitre,  quon  peut  toujours  intégrer 
abfolument,  ou  par  le  cercle  ou  l'hyperbole  toute  for- 
mule rationelle,  dans  laquelle  le  dénominateur  eil  ré- 
ductible en  fa£leurs  Amples  ou  doubles;  &  de  plus  nous 
avons  fait  voir  dans  le  troifieme  Article  la  poffibilité 
de  cette  refolution  dans  un  polynôme  gênerai  rationel; 
il  ne  peut  donc  refter  aucun  doute  fur  la  (blidité  de 
cette  demonftration .  Cependant,  comme  cette  venté 
eft  très  importante ,  il  fera  a  propos  de  la  confirmer  par 
des  principes  tirés  du  Chapitre  précèdent,  après  avoir 
rappelle  en  peu  de  mots,  &  comme  récapitulé  Tetat  de 
la  propofition. 

Une  fonftion  algébrique  rationelle  quelconque,  tel- 


le que *^ ^  Ax^-^^  -H- B  ^f''^^ -h C x'""^ -+  &c.  contient 
des  faveurs  fimples,  comme  x— h4,flf-H-^,jc— hc,  &c. 
jufquau  nombre  de  termes  w,  ce  qui  eft  connu  par  les 
Elemens  de  l'Algèbre.  On  fait  aufli  que  toutes  les  fon- 
ftions  algébriques  de  cette  forme  ne  font  pas  tnujours 
refolubles  en  fa6leurs  iimples  rét^ls .  U  arrive  fouvent  que 

quel- 


m 
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quelques^nns  ou  peut-cftre  tous  font  des  quantités  ima- 
ginaires •  Mais  il  eft  démontré  dans  l'Algèbre  que  lorfqu  une 
équation  a  des  fa£leurs  ou  racines  imaginaires,  leur 
nombre  eft  toujours  pair;  donc  une  fon£lion  Algébrique 
quelconque  de  la  forme   précédente  fera   toujoun  redu*^ 

ftible  en  Êifteurs   trinômes,  dont  le  nombre  fera 
fi  m  eft  un  nombre  pair  ;  mais  Ci  m  eîï  impair ,  V  équa- 
tion contiendra  '^î^  fa£leurs    trinômes ,   &   de   plus   un 

fa£leur  fimple.  On  affure  ordinairement  que  la  refolu- 
tion  d'une  fonélion  Algébrique  rationelle  en  fafteurs 
trinômes  eft  tellement  poflible,  que,  fi  m  eft  un  nom- 
bre pair,  on  a  des  faéleurs  trinômes  réels,  &,  fi  m  eft 
impair ,  on  a  outre  les  fà£leurs  trinômes  réels  un  iaéleur 
fimple  aufli  réel.  Il  eft  vrai  que,  lorfqu'une  équation 
n  a  que  deux  fa£leurs  fimples  imaginaires,  le  produit 
eft  neceflairement  réel;  car  le  produit  de  ces  deux  fa- 
fleurs  multiplié  par  le  produit  de  tous  les  autres  qu'on 
fuppofe  réels,  doit  rendre  Y  équation  proposée  &  par 
confequent  une  quantité  réelle;  ce  qui  fèroit  impolTible; 
Si  le  produit  des  deux  fafleurs  imaginaires  n  etoit  pas 
réel.  En  gênerai  quelque  foit  le  nombre  des  faéleurs 
imaginaires  d'une  équation,  leur  produit  doit  eftre  ne- 
ceflairement une  quantité  réelle;  mais  la  difficulté  con- 
fifte  a  démontrer  que  toute  équation  Algébrique  com- 
posée d'un  nombre  quelconque  de  fafteurs  fimples  ima- 

li 
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gînaires  peut  toujours  fe  refoudrc  en  trinômes  réels  •  Ceft 
ce  que  nous  tacherons  de  faire  en  n  employant  que  les 
principes  du  chapitre  précèdent, 

Puifque  le  nombre  des  fa£leurs  imaginaires  cft  tou- 
jours pair,  il  s'enfuit  que,  m  étant  impair,  la  fraflion 
proposée  a  au  moins  un  fa6leur  réel,  Soit  ce  fafteur 
^-+-«  &  fuppofons  que  la  fonélion  defignée  parXfoit  divi- 
sée par  ^•H-%,  on  aura  une  fon^lion  /'de  dimenfion  paire 


du  degré  ni— i,  &  X=jrf  ^—l-«t  II  fuffit  de  faire 
voir  que  la  fonftion  générale  T.  de  dimenfion  paire  eft 
redu£lible  en  fa6leurs  trinômes  réels;  ce  qui  ne  fouffre 
aucune  difficulté,  que  quand  X  équation  a  des  racines 
imaginaires ,  Soit  donc  dans  la  fon£lioa  X  de  dimenfion 
paire  un  nombre  de  fafleurs  imaginaires  reprefenté  par 
î»,  nous  ferons  Voir  que,  iî  ;?—»-/>  eft  un  fafteur  ima- 
ginaire de  la  fonftion  X,  il  y  a  toujours  parmi  les  au- 
tres fa6leurs  imaginaires  un  tel  faéleur  qui  étant  mul- 
tiplié par  ;?-+/>  produit   un  fafleur  trinôme  réel.   Soit 

pour  cela  x-+/iH-^y—-I    un   fafleur    imaginaire   de 


la  fonftion  X;  Nous  avons  démontré  que  toute  quan- 
tité imaginaire  peut  fe  réduire  a  cette  forme;  foitx-H-w 

— h  2;  V  ^—  I  r  autre  faéleur  imaginaire ,  lequel  multiplié 
par  le  premier,  eft  fupposé  donner  un  produit  réel;  le 
produit  de  ces  deux  fafteurs  fera 
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■•«• 


Or  il  eft  clair  que  ce  produit  ne  peut  eftre  réel,  a 

moins   que  «,    &  «  ne   foient   tels    que  ^ V  — «i— H 

»V — 1  =  0,  &  de  même  b u  V—  i-^az >/ —  i  =0 , 
ce  qui  fournit  deux  équations  d'où  l'on  tire  «=— .^ 
&  u=za;  d'où  il  fuit  que   le   fa£leur  imaginaire  qui 

Élit  avec  H'+a-hèyf — i    un  produit  rcel  ne  peut  é- 

tre  que  «-^-^-^^V — i.  U  faut  donc  démontrer  que. 

Si  x-+a-^bV~—i    eft  un  feéleur  de  la  fbnélion  X, 

le  feéleur  *— 1-<»— «^V— i  eft  neceflàirement  un  autre 
faéleur  de  la  même  fon6lion. 

Soit,  par  les  théorèmes  du  chapitre   précèdent,  à 

=/.  Cos.  9 ,  8c  by  —-i  =f.  Sin.  9 .  V  — •  i  >  on  aura 
/==cSrr=-5éT*  ^»^-f=?£^=  Cotang.  9,  ou 
9= Arc  Cotang.-^,  &/= ' r  ;  Donc  le  fa- 

°    *  ''        Cos.Are.Cota»i.jL' 

âeur  #i-4.iH-*V  —  i  pourra  être  reprefenté  par  À 
<-^f,  Cos.  9  -^f,  Sin,  9 .  V  —  I ,  fuppolant  9  un  arc  dé 
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cercle  dont  la  cotangente  eft^,  le  rayon  i,  &/ expri- 


mant la  quantité 


Ço/«  Arc.  Cofoffgp  ^ 


Si  90  -+•/  Cos.  ç  -f/  Sin.  9.  ^  — ^  i  eft  un  faftçur  de 
la  fonftion  X,  on  fçait  qu'en  fubftituant  — •  (Jl  Cos.  ç  -h- 

/iSin-çV  — 'l)  a  la  place  de  x  la  fonftion  doit  deve- 
nir =0;  or  cette  fubftitution  eft  aisée  a  i&ire,  car  nous 
ftvons  (  Art.  Lxxv.  ) 

40  =— /(Cos.9-+Sin.9V  — i) 


**=/*  (Cos.  29-+  Sin.  2  9 .  V  —  I  ) 


;c'= — ^/  (Cos.3  9-+Sin.  3  9.V^ — i  ),&engeneral 
i»'"=sZ±/^(Cos.w9-t-Sin.m9.V^ — i.) 
Donc  en    fubftituant    dans    le    polynôme    gênerai  ^'^-f 


m — 'I      .    y«    m— * 


jîx       ^+Bx       -+&C,  on  aura 


-H-/**.  Cos.  W9-— ^Z"*"'  Cos.  m — 1 ,  9  -4.  s  /^^*  Cosr 


w— 2.9..fMf. .-+(/^.Sin.»i9— -^/^"■^Sin.w — 1.9 


M-B/^^*.Sin.w — 2.9 M...)V^-^i  &  en  faifant 

f^.  Cos.  m  9  —  Af^^^ .  Cos.  »i — 1 .  9  H-  ^Z'^-* .  Cos. 
w— î.ç»..,,...» =M,  Sçf^.$in.m(p^^Af^^ *  Sin. 


«»— 1 . 9 -h B/"""* , Sin. w — 2.  9.,. ...........  =:^,  on 
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aura  JW-+-nV'— i=:o:  Or  fi  M-J-ivV— -i  =0,  il 
s'enfuit  queM=o,  &N=:oj   car  autrement  on  auroit 

j^?y  —  J=;; — iW,  ç'eft  a  dire,  ijne  quantité  réelle 
égale  a  une  quantité  imaginaire,  ce  qui  eft  contradi- 
6loire;  Donc  puifque  Af=o,  &N=?o,   non    feulement 

M~^N\f — i  =  ff,  mais  encoreikT— 'NV — 'i=o. 
Il  feut  maintenant   obfervçr  fi  le   fafteur  fimple 


X -ha — If  y —  I ,  qui  devient  «  -+  /!  Cos.  9 -— /  Sin.  9 . 
y/  —  I  j  Se  qui  eft  le  feul ,  lequel  étant  combiné  avçç 
le  premier  peut  rendre  un  produit  réel,  eft  aufli  fa£leur 
de  la   fon^ion  X;  il   fuffit   pour  cela  de   fubftituer-— 

/(C0S.Ç— Sin.ç.Vr^i)  a  la  place  de  *»,  &  on  ob- 
fervera  fi  cette  fubftitution  fait  evanouïr  la  fonôion  X; 
or  on  trouvera  comme  cy  devant 

-/* .  (Cos.  2  Ç'^-'Sin.  î  9  V  — '  I  ) 

«5  =— /  .(Cos.  3  9— Sin.  3  9 .  V-^) ,  &  généra- 
lement «*"  =  =h/"  (  Cos.  w  9 — Sin.w4.y — i) 
La  fonaion   X  devient  par  fubftitution 

-+-/'*.Cos.m?  — ^/""'.Cos-m— 1.9-+^/'^*.  Cos. 
^37.9 (— /«.Sin.w9-4-^/"^\Sin.w— 1.9 


— B/^\Sin.m— 2.9..... )V— i;expreffion 

qui  devient  (en  retenant  les  mefmes  dénominations  que 
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cy  devant)  =M— 'JVV — i.   Si  cette   quantité  =0, 

la  quantité  x —1-/1  Cos, 9 — ^/Sin. ç.V  —  i  =x-4-// — 

^Y  —  I  fera  un   faéleur  de  la   fon6lion  X;  maïs  nous 

avons  démontré  impoflible  que  x-f-4-*-^V  —  i  fa£leur 

de  la  fon£lion  Xy  ou  M— hATV — i  foit  =  a ,  a  moins 

que  M— -NV  — -i,  ou  x^+a-^iy — i  ne  foit  auflî 
=  9,  c'efl  adiré,  a  moins  qu'il  ne  foit  auifi  fa61eur  de 

la   fonftion    X;   donc  x^^H-^V— i,     &x-+-i^— 

^V  — -i  étant  les  faveurs  de  la  fonftion  X,  cette  fon- 
£lion   aura   pour   un   de   fes    fafteurs   un   trinôme   réel 

x^'+iasc^^aa-i'bh.  On  fera  le  mefme  raifoncment 
fur  tout  autre  faéleur  imaginaire ,  &  on  démontrera  qu  un 
faéleur  imaginaire  quelconque  peut  tellement  être  com- 
biné avec  un  autre,  que  le  produit  devienne  un  trinô- 
me réel. 

Il  n'y  refte   quune  difficulté,   c'eft   lorfque   la  fon- 
£lîon  X  a  plufieurs  fafleurs  égaux,  c'eft  a  dire,  lorfque 

la  fonélion  contient  le  fafteur  imaginaire  x-^a-^by — i 


deux,   trois  fois,   ou  davantage.     On  a   bien  démontré 

que ,  x-^a'^by  ^-^i  étant  un  Éifleur  de  la  fonftion 

X,   la  quantité  x-^a—^bsf — i   devoît  en  eftre  aufli 
un  autre  faéleur;  mais  on  na  pas  démontré  également) 
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<jue  le  dernier  fa^ur  dût  s'y  trouver  autant  de  fois 
que  le  premier;  Bc  par  çonfequent  on  pourroit  en  çou; 
dure  que  la  redu^ion  a  des  favleurs  trinômes  réels  p'çfl; 
pas  toujours  poffible.    U  refte  donc  ce  doute  a  refou- 

dre  •  Si  la  foaftion  X  contient  rexpreflion  x^^a^^b  V  — i 
un  certain  nombre  de  fois  reprefent^  par  ;?♦    H  eft  e- 

vident  par  la  demonftration  précédente  que  x— h^— ^^  V'^i 
fera  au  moins   «ne  foip-Je  faéleur   de   cette  fonflion, 

donc  on  pourra  divifer  X  par  le  fafleur  trinôme  ;»*-f» 
zax^^aa-^bb^  foit  le  quotient 


entre  les  fadeurs  de  laquelle  fonfUon  on  aura  encore 

ifH-^M-^V— I    un  certain  nombre   de  fois  exprimé 
par  ;ï— ij  donc  cette  fonftion  aura  encore  au  moins 


une  fois   le   fa6leur  xH-//— ^V  — i,   &  par   confe^ 


quent  fi  on  divife  la  fonftion  Z>  par  x*H-2  4«H-4*-+ 
b\  &  quon  ait  lautre  fondion  £ = ;j^"* H- ^';«'""5 
•rf  BT»"'-^  H-  C'iT"^ , . ,  cette  fonaion  ne  contien- 


dra plus  le  faéleur  x-^a^^b^  —  i  qu'un  certain 
nombre  de  fois  exprimé  par  n — 2.  Il  eft  évident  qu'on 
peut   continuer  le  même   raifonement  jufqu'a  ce   qu'on 

arrive  a  la  fonaion  «'»-*''-+^«'"-"-'-l-i2  «'"-"-* =F, 
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entre  les  fe£leurs  de  laquelle  on   ne  trouve  plus  «H- 

^-j-^V^— •!.    De  plus  cette  fonftion  n'aura  point  de 

fafleur  tel  que  ^-+•4 — hV  —  i,  car,  s'il  y  en  avoit 
un,  nous  avons  démontré  quil  y  auroit  auffi  le  fafteur 

fg^^a^i^by  —^i;  mais  ce  dernier  ne  s'y  trouve  plus, 
puifquon   l'a  fait   difparoitre    par   la   divifîon;    donc   fi 

ii-*-^-*-^\^  —  I  fe  trouve  un  nombre  de  fois  quelcon- 
que entre  les  faéleurs  d'une  fonélion ,  il  faut  que  l'autre 

£t£leur  n-*-^— ^V— I  s'y  trouve  exaftement  autant 
de  fois» 

Nous  nous  fonmies  fort  étendus  fur  cette  matière,  que 
nous  avons  crû  mériter  beaucoup  d'attention;  nous  au- 
rions pu  la  traiter  plus  brièvement,  en  rappellant  feu- 
lement ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  Chapitre 
précèdent,  fçavoir,  que  toute  quantité  imaginaire  quel- 
conque eft  comprife  dans  la  forme  générale  M-+-N  V — i , 
c'eft  a  dire,  que  les  quantités  imaginaires  font  toujours 
compofées  de  deux  membres  dont  l'un  eft  réel,  &  l'autre 

une  quantité  imaginaire  multipliée  par  V  —  i  ;    le  figne 

radical  V  —  i  renferme  effentiellement  auffi  bien  le 
figne  — *-  que  le  figne  —,  &  par  confequent  connoiffant 
une  racine  imaginaire  d'une  équation  quelconque,  l'au- 
tre fe  découvre  d'elle  même.  Il  eft  de  plus  démontré 
en  Algèbre  que  le  nombre  des   racines  imaginaires  dms 

une  équation  quelconque  eft  toujours  pair,  &  que   leur 

produit 
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.  produit  eft  réel .    Donc  une  racine  imaginjûre  M=a-¥ 

h  V — I  aura  parmy  les  autres  fà  compagne  a — b\f  —  i  ; 
&  fi  9c—a-^b\^—i  eft  un  fefteur  imaginaire  d'une 
équation  quelconque,  la  formule  x— z^— 4-^V— -i  fera 
aufli  un  autre  iaéleur.  On  comprend  donc  aisément 
que  toutes  les  racines  imaginaires  d'une  équation  quel- 
conque étant  reduélibles  a  la  forme  ikf-f-ivV  — i,  il 
s'enfuit  neceflàirement  que  toute  équation  eft  auffi  re- 
foluble  en  faéleurs  réels  fimples  ou  doubles  du  fécond 
degré.  Car  les  racines  réelles  fourniflènt  toujours  au- 
tant de  faéleurs  fimples  réels,  &  chaque  racine  imagi- 
naire 9i — a-^by — I    étant   jointe  par  addition,   ou 

par  multiplication  avec  fa  compagne  ^— ^— '^v— i 
produit  dans  le  premier  Cas  une  fomme  réelle  fimple^ 
&  dans  le  fécond  un  fafleur  double  réel;  de  forte  que^ 
fi  une  équation  du  degré  w=:»— h2r  avoit  n  racines 
réelles,  &   ir  racines  imaginaires  dont  chacune   feroit 

de  la  forme  M-+-nV-~i,  cette  équation  aura  n  fa* 
Bt\xrs  fimples  réels,  &  r  fa£leurs  doubles  réels. 

Maintenant  pour  revenir  a  Tequation  générale  -p-- 
on  voit  que  fon  intégrale  peut  être  compofée  d'entiers 
qui  refultent  de  la  divifion  de  la  fraction  -  ;  ces  par- 
ties étant  purement  algébriques  font  intégrables  abfolu' 
ment;  l'intégrale  peut  aufll  être  compofée  de  faveurs 

Kk 


à 
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fimples  du  dénominateur  ^y  &  alors  elle  renferme  des 
quantités   logarithmiques;  mais   il  peut   arriver   que   le 
dénominateur  contienne    une  puifTance    de   quelque   £i« 
Aeur  fimple,   &   que  cette  quantité  Ic^arithniique   fbit 
jointe  avec   une  quandté  Algébrique  ;   alors  la  quantité 
logarithmique  pourra  difparoitre  dans  l'intégrale  qui  ne 
contiendroit   plus   que  des  quantités   algébriques.     Donc 
le  dénominateur  ^  ayant  tous  fes  faéleurs  fimples  réels, 
fi  rintégrale  neft  pas  algébrique,  elle  dépendra  des  lo* 
garithmes.     Mais   (1   le   dénominateur  j^  contient   des 
£i£leurs  fimples  imaginaires,  on   auroit  alors   des  logâ- 
garithmes  imaginaires;   or  puifque  les  racines  imaginai- 
res vont  toujours   en  nombre  pair,  &  que  leur  produit 
eft   toujoun  réel,  il  s'eniuit  quon  pourra  avoir  des  &• 
£leurs  trinômes  réels  jufquau  nombre  qui  fera  la  moitié 
de  celui  des  fa£leurs  imaginaires  &  on  aura  par  le  mo- 
yen de  ces  faéleurs  les  parties  de  l'intégrale  qui  depen- 
dent  de  la   quadrature  du   cercle,    comme  nous  avons 
expliqué  fort  au  long  dans  les  Chapitres  precedens.    Il 
faut  avouer  cependant  qu'on  n'a  point  de  règle  genende 
par  laquelle  on  puiffe  afTigner  a£luellement  ces  faveurs, 
puifque,  dès  qu'une  équation   paffe  le  quatrième  degré, 
les  méthodes  connues  jufqu'a  prefent  ne  fufHfent  pas  pour 
en  découvrir  les  racines.     Mais  pour  le  Cas  prefent  il 
futfit  d'être   afluré   que  toute  equauon  contient  ces  fe- 
fteurs  réels,  quoiqu'on  nait  aucune  Méthode  générale 
pour  les  trouver* 


?»■  -    w- 


m 
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CHAPITRE    Va 

Dt  la  ReduB/on  de  plufieurs  D'tférentUllet 
irrationelles   en  Différentielles 

rationelles  • 


CLXXII. 


S 


uppose'  que  dans  la  différentielle  XJêê  la  quan- 
tité X  ibit  une  fonélion  quelconque  de  la  variable  x  8c 

de  conftantes  réelles.    Comme  (asc  -*-^**-H-Ô*r.) 


(e^f:çf^g^^^&c.)  ^(A^h'-^&c.y&c;  fi  tous 
les  expo(àns  ^^f^,  y,  &c.  des  puiilances  dont  Xeft  compo* 
fée  y  &  tous  les  expofans  ^y^^p^q^^y  ^c.  de  la  variable 
n  dans  chaque  terme  particulier  de  ces  puiflànces,  font 
des  nombres  entiers  ou  zéro,  la  fonélion  X  3c  la  diffé* 
rentielle  Xàx  font  nommées  rationelles  ^  &  on  les  ap* 
pelle  irrationelles  ^  quand  queiqu  un  de  ces  expofans  efl 
une  iraétion. 

.CLXXIII. 

Problème  I.  Réduire  la  différentielle  Xdsc  en  ra» 
tîonelle,  lorfque  les  expofans  X^y^^Vy  &c.  des  puiflances 
dont  X  efl  composée  eunt   tous  des  nombres  entiers , 


/ 
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ou  zéro ,  quelques-uns  des  expofans  m  y  n^py  q^  y ,  &c. 
de  X  dans  les  termes  particuliers  de  ces  puiffances  font 
des  fraélions. 

Soient  les  expofans  Wj^jÔ'r,  desfraéllons,  ™,    *-, 

&c.  réduites  a  leurs  plus  petits  termes ,  enforte  que  <r  & 
P ,  TT  &  r  foient  des  nombres  entiers  premiers  cntr  eux . 
On  cherchera  d'abord  le  plus  petit  nombre  entier  6  qui 
puifTe   être   mefuré   par  les  dénominateurs  des  fractions 

f^r  &c.;   enfuite   on   fuppofera   9c=z%  ,  par  confequent 

J:c2=:z9x^^^dzy  &  on  fubftituera  ^%^^d%  aulieude</«^ 

&s^  au  lieu  de  m  daus   la  différentielle   proposée   Xdx^ 

On  écrira  donc  2  ^  au  lieu  de  «^  &  si  ^  au  lieu  de  x*^ ; 
or  puifque  6  eft  exaélement  divifible  par  p  &  par  r ,  les 

puiffances  %  ^  ,  %  '^  auront  des  nombres  entiers  pour  ex- 
pofantS)  &  la  différentielle  XJm  fera  changée  eii  ratiez 
nelle.  C.  ^  F.  T. 

CLXXIV^ 

Corollaire  L   Si  dans  la  différentielle  Xdx  la 
quantité  X  ne  contient  que  des  fonétions  rationelles  de 


X y  8c  des  puiffances  fraftionaires  (^^^f^cY ^(e^-^fxy  y 
8cc.  du  binôme  fimple  ^-+/v;  on  la  rendra  ratio- 
nelle ,  en  fuppofant  e  ^+fpç  =:  z .  Car  par  cette  fubftitu- 


I.  Partie.  Chap.  V.  aVi 

—      1. 
tion  on  aura  *=^,t/*=^,  (<r-i-/x)'=«',  (^-+ 


w  * 


/*)'  =  »*,  &c  &  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  Xdxy 
cette  différentielle  aura  les  conditions  requifes  pour  être 
réduite  en  rationelle  par  le  Problème  I. 


CLXXV. 


Corollaire  II.  De  même  fi  dans  la  différen- 
tielle Xàx  la  quantité  X  ne  contient  que  des  fon- 
dions rationelles  de  *,  &    des  puiflànces    fiaftionaires 

—  1. 

C^^jf  )  >  Vrîîl)  j  ^c.  de  j^jf  ;  on  la  rendra  rationel- 
le en  fuppolànt  j^jj=:as;   car  on  aura  par  cette   fup- 

poution   *=: 7-,    //«f=  >  'l 

(Srf)  =«';  (jÎ(|)  =»*,  &  en  fubftituant  ces  va- 
leurs dans  Xdx^  cette  différentielle  aura  les  conditions 
requifes  pour  être  réduite  en  rationelle  par  le  Problè- 
me I. 

CLXXVI. 


•r-. 


Théorème  I.    La  différentielle  a*      d)t{e 
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&c.,  en  fuppoiant  9r=z%^  ou  m^z=z7^  fe  réduit  a  cd« 

(4H-^»''-*-c«*'^-+Ô*r*)  ,  qui  fera  ratîonelie,  lorique 
r  eft  un  nombre  entier  quelconque,  &  7,  A,  ft  des 
nombres  entiers  ou  zéro,  quelque  foit  n. 

Démonstration.    Puifque  M'=:x'y  on  aura 


T       »»  r  T 


«**=»*^,  ai' ''=«'%  Ô*c.,  &  en  écrivant  ces  valeurs 
dans  la  différentielle  propofée,  elle  devient    ^z^'^^dx 


dans  laquelle  tous  les  expofàns  de  la  variable  «,  & 
ceux  des  puîflâaces  dont  cette  difFérentielle  eft  compofée 
font  des  nombres  entiers  ou  zéro;  donc  elle  fera  ratio- 
Qelle.    C.  j^.  F,  D. 

CLXXVIL 

Corollaire  I.Si  r=.iy  ou  fi  la  différentielle  propo* 

féeeft/""V*(tf-*./ii'-+^»*"-*-^»^''H-tSrc.)\(*-i-**'' 


c«*"-+«Ô*c.)'*)  «a  Éiifànt  «*=«  ou  « = «* ,  on  la  re- 


duira  a  celLe-cy  -  «       d%{e~¥f%'¥g k*-i-/^ «  -l-iJ*f.) 
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X  (a^lf»^c%*^^&c,)  ,  <juî   fera  rationclle,  lorfque 
v  ^  \y  fi  font  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXXVIII. 

Corollaire  IL  Si  7  =  2,  ou  û  la  différentielle 

propose  eft  n *      rf*(ff-h/*''-i-^**''-+6'f.3\  (  a-^bn* 

•^r**''-+Ô*r,)^;  en  fuppofant  **  =:«,  ou  *  =  %*,  on  la 
réduira  a  celle-cy  -%~^d%{e^^f%'^'^gx^^+b%^  -+• 


6-f.  )''  •  (  a-^bx'^cx^'-^  &c.  Y^  qui   eft    ratîonelle, 
lorfque  ^  ^  A  ^  ft  font  des  nombres  entiers  ou  zéro  • 

CLXXIX. 

Corollaire  IIL    Si  dans  la  différentielle  du 

théorème    iT'^ dx{e'¥fit''-¥gM*''-^bx^'*'¥(iTc.f, 


{a'^^b 99* --^c n^^'^CTc.)  ,  on  fuppofe  fexpofant  fJ^-^^Oy 


Bc  par  confequent  la  puiffance  (^-+^«"-+T;tf*"-*-Ô*c.) 


irn 


I,  cette  différentielle  deviendra  «'     dxÇe'+fk 


gx^'-k-b)^  -i-Ô'f./   laquelle   en  faifant  «=»    fe  ré- 
duira a  celle<y  "--x-'dK^e^fx  ^g%''''^b%^"'^Crc:)'' 
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qu'on  réduira  (Cor.  L)  en  cette  autre  ^«"^'^/«(tf— ît 


3      .  X^-  N»» 


/« -H-g  »*-*■/&  a  -*-Ô'r.)  en  faifant  r  =  i,  &  (par 
le  Cor.  n.)  en  ia;""V»(tf-!-/»* -*•£»* -<-i&»^-i-Ô'f.)* 
en  ÊiîTant  r=2.' 

CLXXX* 

Corollaire  IV.  On  peut  ôter  les  termes  qu'on 
voudra  dans  les  puliïances  dont  la  différentielle  du  theore- 
me  efl  composée ,  en  égalant  a  zéro  la  confiante  ou  le 
coefficient  de  ce  terme,  &  en  F  effaçant  de  même  dans 
la  différentielle  réduite.  Par  exemple,  fi  on  veut  que 
les  puiffances  foient  des  binômes,   on  ne  retiendra  dans 

chacune  que  les  deux  premiers  termes  e  -^fx'' ,  &  4  -h- 


m-n 


éx^  y  8c  on  aura  la  différentielle  x  '  dx(.  e-^rfx")  : 
(^-^-^ ;(?•)**,  &  ÙL  réduite  ou  fa  transformée,  en  faifant 

r 

i»=s/,  fera-î•*^-V^(^^/%')^(^-+^2;")^   Si  on 

veut  que  la  première  puiffance  devienne  un  binôme,  & 
l autre  un  trinôme,  on  retiendra  les  trois  premiers  ter- 
mes ^— h/Af*-*-^^**  de  la  première  puiffance,  &  Us  deux 
premiers  de  la  féconde,  en  fuppofant  nuls  les  coeffi- 
^iens  des  autres  termes,    &  ofi  aura  la  difïérentieUe 


—  X 


I.  Partie.  Chap.  V.  ^^^ 

CLXXXI, 

THEOREME  IL  La  diiférentiellc«**~V«(^ -+/;,•  y 
dans  laquelle  tt  eft  un  nombre  entier  ou  zéro,  &  A    ' 
des  nombres  entiers,  enfuppo{ànt^-4-/«''=»''  peut   tou- 

jours  fe  réduire  a  la  différentielle  iationeUe-1-a'''*""  Va:  v 
(«'— 0*""',    lorfque/cft  pofîtif,  &  a  la  différentieU^ 


h-*-»~ml    ,         ,  ..»— I 


—  a  </«(*—«')         lorfque  /  eft  négatif. 

Démonstration.  Soit  fuppoft  <?-+./*•=:»' ,  op 


'  I 


/•  f 


iu 


1 


r 


>  (^-*-/*")''=»^;parconfc> 


quent*"^^*(r-t./«-)'=-I-.a;^-'-V«(«'-.^)'^.* 
C.  jg.  F.  D. 

Si  on  fuppofe  tf— ./«*=»•,  on  aura/» 

Ll 
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^e — «')'■"';&(«  — /**)  * = «'^  ;  par  confe^uent  »       </«. 

CLXXXII. 


CoB-OtLAlRE  I.  La  différentielle  t? dit{e^¥fx)' ^ 
dans  laquelle  q  eft  uq  nombre  entier,  ou  zéro,  A  &  r 

des  nombres  entiers,  en  fuppoiànt  e-^fxzzzx.'  fè  rédu- 
it a  la  différentielle  rationeUe-:pr;»'"*''""V«(«''— tf)', 

lorlque/eft  pofitif,  &  a  la  différentielle  — -ii^»^"^""*^*. 

^c-^^)^  *  Lorfque  /eft  négatif;  car  en  comparant  la  diffé* 

rentielle  ê?  dH{e -^fit  )'^  avec  la  différentielle  ***" V«  X 


(^e-^f^yon  trouve  »=:i,  tb-»— i=Tr— .1=^,  ■»■ 


^  ^  I  ;  par  confequent  la  réduite  —V  «^"*"~'  j  /  » 


«..z 


0'"=-t;t«''*"'~'^«(»'— 0^  &  la  réduite 


^^^-'-'^^C.-»')'  ^-p^^'-^'-v^c^ 


x")*. 


r 
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CLXXXIU 

Corollaire  IL  La  différentielle  »i**~V«Ktf -+/«", 
en  fuppofant  e  -f /«"  =r«*  fe  réduit  a  la  différentielle 


2^(a;*-.^)'-'^  lorfque/eft  pofitif,  &  a  la  diffé- 


rentielle 


^zdz/^        _a\*— I 


^(f-.«')'^%  lorfque  /  eft  négatif. 
Car  en  comparant   ye-^fn*  y    ou    (*-4./»")T    avec 


X 


(tf-f/*')  '  on  trouve  A=x,>=2,  &  en  fubftituant 

ces  valeurs  dans  les  différentielles  du  théorème^  elles 
fe  changent  en  celles  que  nous  venons  de  fnopoièr. 

CLXXXIV. 


CoROLLAi&E  IIL   La  différentielle  ■  ,  ou 

t 

m^'^^d9t{e.^fp9')'^T^  en  fuppofant  tfH-/^"  =  «*,  Te 


2</z    •       2  \T^I 


réduit  a  la  différentielle — ^{x^  —  e)      ,  lorfque/eft 


2dz 


pofitif,  &  a  la  différentielle—  — ^C^— «*)*~%lorfque/ 


K 


eft  négatif;  car  en  comparant  (  e  -+-/;»*  )""  Tavec  {e-^fsfT)  '  9 
on  trouve  A=;— i,  &  y  =  2e 
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CLXXXV. 
Corollaire  IV.  La  différentielle  x"*""^  d^x 

(e^f„'')\  (^-4.^x"-+c**''-4.6'f.)%  dans  laquelle  ir, 
A,  ^,  >  font   des  nombres   entiers;   en  fuppoiànt  tf-4. 

f)t''=^z*  fe   réduit  a   la  différentielle  •  rationelle  -^  X 
Crcy^  lorfque  /  eft    pofitif,    &    a  Ja    dil»rentieUe 


('-7^)'-*'^^']'*>  lorfque /eft  négatif.   Car  en  fuppo- 


fiyit  r -+/»"=«',  on  trouve  «*  =5l=S,  &<»**'"V*X 


X 


eft  pofitif;  par  confequent  on  aura  dans  ce  cas  it^'^^dx  y 


X  cv-.r' .^H.K^î^')-*-^(^y  H- ô-^r . 


On  démontre  de  même  l'autre  partie,  par  ce  que /étant 

X 

négatif,  on  a  «=^,  &»"-' J»(e^f/y  —  ^ 


;7;-«'--'-'rf«  {,_,•)-., 


\ 
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CLXXXVL 


Corollaire  V.    Si  dans  le  Corollaire  précèdent 
on  fuppofe  c=o;^«*''-+-Ô'c.=o,/u=:— .i,A=:ij»z=2, 


cft  pofitif,    en  fuppofànt    ^-+/i»*=»*  ;    5ç    n^^^d^t 


I 


gatif. 

Mais  fi  le  refte  étant  le  même  on  fuppofe  A=— «i, 

»=2,  on  aura  *^*"''^*         =    ''^g(:^*-*?*~' 


TW  ^^  If  X      TT*  "X 

*  •        g» aagÇ»  — g  ) 


cft  négatif. 

CLXXXVII. 

Theo&eme  II L    La  différentielle  rationelle 

■  X 

^^^'</;{f  ■*"*'^*^j    dans  laquel^p  7  eft  no  nombre  en* 
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tier  ou  zéro,  &  A,  »  des  nombres  entiers  devient  ra- 

tioneUe  en  faifant  Ll^=/,  ou  iP^'-f=~: 

Démonstration*    £û  ruppofànt  n^iz^  on  air- 

n  (Art.  CLXXvn.  )  «•»-»^«fî±£î^Y=;:i«*-*4i«x 

\ 

Ql^^j  ;  or  fi  dans  cette  formule  on  fuppofe  encore 
^'^yz^y  ,  on  aura  «=î^^^=;»'*;  par  conlè<iuettt 


.y-  V/(/-^/)^.^r-^-^r<:^r'-o  .  donc  ^«*-V«x 

X 


Carentielle  dans  laquelle  tous  les  expoOms  de  la  variable 
/  &  de  Tes  foa£lions  font  des  nombres  entiers  ou  zera. 

CLXXXVIII. 
Corollaire*    Si  on  fuppofe  A=:i,  »=2,  ou 
7=  ■;  >  ^  diffiàwtielle  du  théorème  deviendra  tT^^d  xX 
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(î^Y,  ou  '-—d^f^-:;^,  &  en  ÊiûntliÛT. 


^   ,  OU  *  =--^,  elle   fç   réduit  a  la  différentielle 


/■— ^/ 


fuivante   ^^V/^^^^-'^'^^^^'--^'^^^-^^^--'?"^    ou 
eft  rationelle,  lorfque  -v  eft  un  nombre  entier  ou  zéro 


CLXXXIX. 


THEOREME  IV.    La  différentielle  tT^dtiX 


\ 


\(^-+/**)(''-*-^*')y,  dans  laquelle  tr  eft  un  nombre 
entier  ou  zéro,   &  A  un  nombre  entier  impair  en  fup- 


poiànt  «  =^"77  fe  réduit  a  la  différentielle  rationelle 
Démonstration.    En  faifant  ti"=zzy  on  aui^ 

X 

(Art.  CLXXix.  )    «'*~Vx{(tf-t-/»'')(^-4-^«'')y=: 


•jj-»'  '^»{[(^-+/%)(4-+*«)3^*;    or   fi    on    fuppo- 


I 


fe  •C(ff-»./«)(rf^^«)}*~(r-4-/«)^  .,    on    aura 
(*-*"/«)(^-+^«)  =  (tf-H-/«)*/*  ;    par    confequent 


a 


bz^=iejf* -*-/«/*  ;  ^ %  — f%^* = tf/*  — .4  ;  » 
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X 

^;  {(e"*-A)(^-^^«)y  =  ^':"!'''.y  ;  donc  on 


a\ii— i. 


aura  ia*"V«{(tf-+/«)(^-*.*«)y  = 

différentielle  rationelle,  lorique  -w  &  A  font  des  nom- 
bres entiers,  ou  zéro.  C.  j^F.D. 

cxc. 

Corollaire  I.  Lçrfque  A=i,  ou  que  la  diffé^ 
<rejitielle  propose  eft  h""-' d :ii^J7^JiFY{7^T?)  , 


en  fuppofant  «'=724^  >  elle  fè  réduit  a  celle-cy 

*•  *•  o—fjr 

or,  efl  un  nombre  entier  ou  zero« 

CXGI. 

CoROiLAlRÊ  llf    Lorfque  A=:— .j,  ou  que  la 
difTérentielle  propofée  eft  =aBsr^  en  fuppo- 

&nt 


/ 
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fànt  M"=i^,  on  la  réduira  a  celle-cy  ^dyjey^-a)-^' 

qui  cft  rationdle  quand  tt  eft  un  nombre  entier,  ou 
zéro. 

CXCII. 

Corollaire  III.  Si  la  différentielle  propofee  etoit 


K        dx(e}t*-i-fM*'')*^  on  fuppoferoit  dans  la  formule 
du  théorème  a=:oy  8c  b=:iy   ce  qui  réduit  la   quan- 


tité a-t-hx",  a  *%  &  (e-^fx")  (a^hx")    a  ek 


»    .« 


.» «  „» 


/*    ;  la  même  fuppofîtion  donne  x'=:-^ — f.=_.î^_ 
&  la  réduite  devient    '-^""V-^^-C^y')^^  _. 
^ç.^f/y-.sJj'  i  Ain^i  l<5r^q"e  A  =  i  ,  ou    que   la 


propofee  eft  »'*~Vx^^«?»*-+/x*%  en  fuppofant  m"  = 
^,  on  la  réduit  a  celle-cy  „-^3^,  &   lorf- 


T»— I    , 


que  A=;— I,  ou  que  la  propofee  eft  ■  — 


=r  5  en 


fuppofant  «*=— îL-j ,  fa  réduite  fera  - 


._  4r%      «•A^IYl'é'A       iA«*A  *  .^ Z[^ 


.,»-I/»-»^^      , 


*  ^T 


Mm 
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CXCIII. 

Problème  II.  Réduire  la  diflfcrentielle  **''"V* 

(tf-4./x''-+^x")^  en  rationelle,  lorfque  X  eft  un  nom- 
bre entier  impair,  &  -»■  un  nombre  entier  quelconque, 
ou  zéro. 
Solution,  en  faifant  x''=a,  on  réduit  la  difFéren- 

tielle  ptopofe'e  a  celle-cy  -  «""' ^2j(<'-+/«-4-5»*)*  > 


qui  ne  peut  être  réelle  a  moins  que  ye^f% -^g z  *  ne 
foit  réelle;  car  en  fufçofant  que  K  eft  un  nombre  im- 

« 

pair  zzzzm^iy  oa  aura   -  =  wH-i,  &  (^-+/a-+ 


g^y   =z  (e^fz-^g^rxf^e^f^-^gz^;    Or 

l^e^-i-fz^+gz^  ne  peut  être  réelle,  lorfque  les  trois 
conftantes  ^yf^g  font  négatives;  Il  faut  donc  qu'au 
moins  Tune  des  trois  foit  pofitive,  ce  qui  donne  trois 
cas  pour  la  folution  du  problème. 

Cas  I.  Lorfque  g  eft  polîtive,  &  les  deux  autres  Cy  f 
telles  qu  on  voudra  ;   on  (iippofera  g=zaay  8caz  -+/  = 

yauzz^^fz-^ei   dou  Ion  déduit  z  =  r^^ — ^  ;  ^^ 
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^^^^j^  — ;    différentielle    ratio- 


nelie,  lorfque  A  cft  un  nombre  entier,  &  'jt  un  nom- 
bre entier  ou  zéro.  C.  j^  F.  T. 

Cas  il  Lorfque  ^  eft  pofîtive,  g  Se  f  étant   tel- 
les  qu on    voudra  on   fuppofera  e=zb  bj  8c  b  —h/ z  =: 

^^  b  -^fz  -^g  z  z  ;  d'où   Ton    déduira   z  ==  ^  J"       ; 


«— ^> 


y'èh^fz^g:,z=b-^^z=zhZ=Ù^  ;    (^«« 


jjg___    «^«/j'(^— >j')-t.a/</7fa^y~n         idy{bg-fy-*-byy), 

ii—yy)^  ig—yy)*      ' 

X 
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_^dy(^^by^f)'   '' C^^^:^ -^  Vy)'"\  différentiel  le  ra- 

tîonelle  lorfque  \  eft  un  nombre  entier,  &  'tt  un  nom- 
bre entier  ou  zéro. 

Cas  III.    Lorfque  g  8c  c  étant  négatives,  /  eft 

pofîtive,  ou  que  la  différentielle  propofée  eft  x^^^^dxX 


▼«— I 


faut  que  yy*  foit  plus  grand  que  4g  ^*    Car   fi  on   fup- 


pofe  l^fz — gzz^^e=zi±u  quantité  réelle,  on  aura 


a       ^, t 


fz —  f  — «i#         //         fz 


g     '^        8       ^    ^gg        g 


ff r^-^^^\  Qr       f   -y -+<///-4?^-4 


J?« 


4gg        \       g      J^  ^g  ^g 

d'où  l'on  voit  que  %  ne^eut  être  réelle,  a  moins  que 
ff—^4gc  ne  foit  une  quantité  pofîtive,  ou  ^^  ff  ne 
foit  plus  grand  que  4ge\  on  fuppofera  donc  y/" ^4^^, 

étant  des  conftantes  indéterminées  dont  on  trouvera  les 

r 

valeurs  réelles  par  l'équation  ~  — ^ 2;  %  —  — =  ( — ^^-t-z) . X 

O  O 

(B  —  «)=— ^B"H-^«— -aa-t-B»  en  fiiifànt   AB 
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=^,  &u^-+5==j;  d'où  l'on  deduît  B=:^^A:AB 
g  &*   ^sg        g        -^^        ^êg  *    ^g 

^g         '  ig  *  * 

f:±l/ff-^f>e^  quantités  réelles. 


Or  en  fuppofant  ^( — A-hz) (B — z ) =(J5— %)/ 

Bvv-hA        n  B-.A         ,_  . 


on   trouve   « 


j»/  -t- 1   '  j,^ 


'  (^^-^,)>    »  P"  confequent  -a       dz{fz-^gz%^i) 
.,r(3^^)x-^^x-^^,  ,,  ^^^.^,    difFérentieUerationelle 
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lorfque  ir^  8c  \  font  des  nombre^  eatiers^  ou  zwo* 

a  ^  F.  T. 

CXGIV. 

Corollaire  L  Si  dans  la  difTérentielIe  Xdx  la 
quantité  X  ne  contient  que  des  fonélions   rationelles  de 

M 8c  des  puiflanccs  fraHionaires  {a^-^b9i''¥CK^)^^{a^+bn 

-+rx*)*  &c.  Du  même  trinôme  tf-+-^*-+-r**;  A  &  ^ 
étant  des  nombres  impairs^  &  ^^^  ^^  c  des  confiantes 
réelles  ou  zéro,  on  pourra  toujours  réduire  cette  diffé- 
rentielle en  rationelle,  en  trouvant  comme  dans  les 
trois  cas  du  problème  précèdent  une  quantité  variable 
rationelle  qui  étant  fubftituée  au  lieu  de  9^  rende  ratio* 

nelle  la  quantité  ^ a^¥bn^¥cn^. 

cxcv. 

Corollaire  IL  Si  dans  la  différentielle  Xdi6  la 
quantité  X  ne  contient  que  des  fon£lions  rationelles  de 

ir^  &  les  deux  puiflances  fra£lionaîres  (iï-H-/^x)*,  (^-4- 

k^)* y  A  &  /x  étant  des  nombres  impairs  on  pourra 
toujours  réduire  cette  différentielle  en  rationelle,  en  fai- 

faut  a'^bx=zzzy  ce  qui  donnera  (4-+-^^)*=:;?;'';  x 
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"-:,  &  (i^k>y=(i—ii.^i^f,  qu'on 


rendra  rationelle  par  l'un,  ou  lautre  des  deux  premiers 
cas  du  problème  précèdent,  en  fuppofànt  A — "/^^^j  4- 
=g,  &  f=zo  dans  le  trinôme  e^^fz^^gzz^ 

CXCVI. 


Corollaire  IIL  Si  dans  la  fraélion  difierentielle 
on  a  P=iX(a^bxy  &  ^^X{i^^k^T^   =± 

V 

X''(^-*"'^^*)*  5  ^5  ^5  ^5  ^>  /,  M  «ant  des  confiantes 
réelles;  A,  |u,  ?  des  nombres  impairs,  &  X,  X,  X'  des 
fon6lions  rationelles  de  x,  on  pourra  toujours  rendre 
cette  fraftion  rationelle.  Car  le  produit  dçs  deux  binô- 
mes quelconques  A^-^Bj  A — B  eft  A  A — BB,  ainfi 
en  multipliant  le  numérateur  P^;»,  &  le  dénominateur 

j^par  X{b-^k^y^X{l-^m9^y^  on  ne  changera 
point    la    valeur    de    la    fra£lion ,    Ton     dénominateur 

deviendra  XX^h-^k^J  —  X'X^l-^mn  )'  fonaion 
rationelle  de  k;  Son  numérateur  deviendra  XXdx^a-^ 

fraâion  entière  —77^  fera  égale  aux  deux  fiaflions 
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XX  {A-*-kx)*-'X-X'(,l-*-mxy    "^ 

X  V 

X'X\b-*-kxY—X''X'\l-*-mxy 

dont  chacune   pourra  être  réduite  en  rationelle  par  le 
Corollaire  précèdent. 

CXCVIL 

Corollaire  IV.  Si  dans  la  fra£lion  diffcrentielle 
— ,  P  eft  une   lonftion  rationelle  de  x,   &  ^j='X 

X'(iï-+^ic)  ^ztX"  (  b-^k^i  Y  on  pourra   toujours 


rendre  cette   fraflion   rationelle^  car   en   multipliant  le 
numérateur  PdxySc  le  dénominateur  J^par  X-+X'X 


( a^-^bx)  ^  z^iX\  B^^  k^Q  y  y  on  ne  changera  point  la 
valeur  de  la  £ra£lion  Ton  dénominateur  deviendra 


2XX'(/i-+^x)*-*-XX'(^-+*;p)~X"X"(^-+^*)'', 

X 

fon    numérateur    fera    PXrfx-*-PX'^;f  (^-h-^x)* 


PX''dx{h^kxy,  &  la  fraaion    entière  ^    ^^^ 

égale  a  trois  fra6lions   qui  auront   toutes  le   même  de- 

nomi- 
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Dominateur,    &  dont  chacune   pourra  être  réduite  en 
xationelle  par  les  Corollaires  II.  &  III.. 

CXCVIII. 


,  P  eft  une  fbnélion  rationelle  de  x  &  j^=:XX 


Corollaire  V.    Si  dans  la  fraflioa  difTérentielle 

K  fi 

(^-4-/x-+^;j*)*rtX'(4-4-^*— Hrx*/  y  oa  pourra 
toujours  la  rendre  rationelle;  car  en  multipliant  Ton 
numérateur  Pdx^  &  fon  dénominateur  J^  par  X(^-^ 

fx-^gx^y^X'Ça-^bx^^cxxY y  elle  deviendra  éga- 
le aux  deux  fraélions 

PX'Jx{a~t.hx-*-exx)* 


.»^»^ 


dont  chacune  a  pour  dénominateur  la  même  fonction 
rationelle  de  «,  &  peut  être  réduite  en  rationelle  par  le 
Corollaire  I. 

CXCIX. 

Théorème.    Si  dans   la  difS^rentielle  Xdxy  X 
ne  contient  ^ue  des  fonéUons  rationelles   de  «  &  la 

N  n 
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quantité  ^^^4^41^)^  ou  i^ a-vhP^ c^A^^^^ 


ou  V     a'^l^f^C'^cf^f'^A(^^j^J^y   ou  &c.  A^ 


a^  bj  r,  Cy  fy  gy  by  ky  /,  d^c.  étant  des  confiantes 
réelles  ySc'J^yrriynypy  d^c.  des  nombres  entiers  quel- 
conques^ on  pourra  toujours  réduire  cette  différentielle 
en   rationelle,   en   fuppofant    égale   a   z   la   quantité 


OU  &c. 

Démonstration  .1!     Si  on  fuppofe 
^/z-l-^C'Lliiy  ==:«,  on  aura /7 -4-^(^:777) '==«'"; 
{l^z=z(^l^)*z=:zZ  fonaion   rationeUe  de  «,  lorf- 


que  m  8c  J^  font  des  nombres  entiers;  &  par  Tequation 

■r^  =  Z   on  trouve  x  =  -r — y^  =  Z'  fonftion  ratio- 
nelle  de  %:  donc,  fi  on  fubftitue  Z'  au  lieu  à^  Xy  dZ 

au   lieu  de  ^*  ,   &  «   au  lieu   de  r    a-¥A(^^Jlâl^ 

dans  la  différentielle  propofée  Xdxy  elle  deviendra  toute 
rationeUe.    C.  j^  F.  D. 


IV.    Si  on  fuppofe  r    ^-+^/'^^c--4-^f§.:i4^'j7 


r 
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/^^-+-^r!^v=«'";  ^< 


hx.-. 


onaurarf-i-^r  c-^A (^^^y=zz" ;  y  c-^Ai^^^y 


X 


-r\  r-4-^(f^)''=(~-^)%  fonaion  ratio- 

nellede:?;,  que  nous  defignerons  par  JT;  |^--ï  ==  (  Izif  ^   ^ 

fonélion  rationelle  de  %,   que  nous  defignerons   par  IT:^ 

&  par  Tequation  ][^^^  ^=^-^3   on  trouvera  xziz,      ~^^  ^ 

fonftîon  rationelle  de  s?,   que  nous  defignerons  par  /"'; 
donc^  fi  oa  fijbftitiie  t*  au  lieu  de  x^  rf/'''  au  fieu  de 

1/^,  &  «  au  lieu  de  r    /r -♦•  ^ A^  r -+■  ^ri:iii\  ^   dans 

la  différentielle  propofëe  X^x,  elle  deviendra  toute  ra- 
tionelle,    C.  j^  F.  ZX' 

III?  On  voit  évidemment  par  ces.  deux  démon- 
ftrations  la  demonftration  de  tous  les  cas  poiUbles  du 
tlieoreme» 


ce. 


Il  fera  commode  d  avoir  fous  les  yeux  la  Table 
fuivame  dans  laquelle  on  verra  tout  d'un  coi^  ks  dif- 
férentielles affeftées  de  radicaux ,  que  nous  avons  rédui- 
tes aux  rationelles  par  les  transformations  expliquées 
dans  ce  Chapitre  t 


r 
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TABLE   DE  REDUCTION 

DES  DIFFEUENTIELLES  IRRATIONELLES . 


Diffeicn» 
tielle. 


bx^cn''^(7c.Y  &c.  X  étant  uae 
fondion  ratîonelle  de  k. 


X«  y  SubiKto. 
tion. 


K'=x  y  Ô  étant  le  plus  petit  nombre 
lefuré   par  les   dénominateurs   p,    r, 
&c.;  Z  fonction  rationelle  de  %  quon 

[trouve  en  fubilituant  %  au  lieu  dç  x 
dans  X. 


«— X 


%m 


6Z%'^Ux{e^f7:'^^g%'^&c) 


Réduite. 


in 


T 


(a^bx''''-*'cz''-+&c.y8cc  rationel. 
le  lorfque  >^y  fiy  my  n^  &c.  font  des 
nombres  entien  ou  zéro. 


ESS 


I 


f 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT."* 


IRRAT. 


Difféicn. 
tieUe . 


1t 

(a-^-bx''^c(è'-i'kicy'h&c.y   Sec, 
X  étant  une  fonélion  ratlonelle  de  «. 


z^^i 


2. 


L 


Subftito. 

tiOD. 


J^'+kxzzzx  ,  OU  jf=:2--p  .   6  étant 

le  plus  petit  nombre  mesuré  par  p,  r, 
&c.;  Z  fonction  rationelle  de  %  trouvée 


9 


en  fubfUtuanc  — . —  au  lieu  de  m  dans  X» 


j2.'-v«(.-H/c-^y-^i 


f 


«« 


Réduite  •. 


rationelle,  lorfque  A,  /a,  w,  »,  &c*  font 
des  nombres  entiers,  ou  zéro. 
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M^. 


TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÈRENT."*  IRRAT.^" 


3 


. 


«-4.*«N«       .     ,^.     NX 


Xd»{^f,''-^S(7^')   -^ÔT.) 


Differen. 
tielle 


fonflion  ratioaelle  de  x^ 


&c.y  ;   X 


h-^kx 


l 


f* 


%     y     OU    X 


=  ^--^/;  fl  ctaat  le 

L  ...      iplus  petit  nombre  mefuré  par  p,T,  Ô'r.; 
tîon,  \z  fonftion  ratîonelle  de  %.  trouvée  en 

fubdituant -r :  ^^  ^^^^  ^^  ^  ^°^  -X'. 


• 


A 1 


é 


««■ 


Réduite  .< 


P 


i^&cy  &c.   rationelle  lorfque  A,  f^, 
w,  ;;,  (yc.   font   des    nombres   entiers 


ou  zéro. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT,  ""  IRRAt/" 


D\(fénn.l  x^  ~'  d , 
tielle .    j 

.   i&c.)\(a 


xÇe^^fx^^gs 


in 


bx 


^» 


4 


iSubOitu- 
tlen 


U-    c 

•  1^ 


f  .{a^bx""  ^cx'''^<yc.Y  (yc. 


n 


dz{e-^f7:-¥g 


2T 


î^ 


Réduite  • 


rationelle  lorfque  r  eft  un  nombre  en- 
tier ;  TT^XyfM^  &c.  des  nombres  entiers 
ou  zéro, 

la  mefme  que  la   précédente  en  fuppo- 


?L^!'"*<fant  fuccefîivementT 


tielle 


ij*" 


2,T 


C3 ,  <^c. 


SubAittt- 


tion 


't 


2,  X 


z^x" 


5 


a 


cz 


z^^gz^^&c.f(a-i.h 


Réduites.* 


2;    —1-^2;^ 


pc.f  {a^b%^C7:.^^&c.Y  &c.  ra- 


tionelles,  lorfque  '^,  ^5  fi^^c.  font  des 
nombres  entiers   ou  zéro. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFERENT.       IRRAT. 


DiflTeicn- 

ticlle  • 


T 


Wme  quau  N.''4.  en  faifant  tazzzo. 


^  ysubftittt- r^» 


tion 


H' 


T 


Réduite 


Irationelle  lorfque  t  eft  un  nombre  en- 
|tier,  &  T»",  ^  dfis^  nombres  entiers,  ou 
zéro. 


▼• 


'DlfTereiu 
ticUes  • 


Ô'f.)'*,   la  même   qu'au  n.°  4.   en 


un 


ifit''f{a^b)t'f  la  même  en  faiûnt 


7»  \Snbflito.  r* 

I    rinti .       V 


T 


non. 


^z(<.-4./at*)\^-4.^«'H-c«*' 


Réduites*  / 

\b  »*  y*  rationelles ,  lorfque  r  eft  un 
/nombre  entier,  &  A,  /a  des  nombres 
Rentiers  ou  zéro. 


ï 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.''" "■" 


IRRAT. 


Differen-  r»»_i,     .  /-«nT 

tieUe.    1«  dx{e^^fH  )    , 


8. 


tion.    V-*-/*  =»  ,  OU  *  = 


7"- 


»/ 


i"-"— '^«(z'—O'-^    ratio- 


Redaice  •' 


« 

|nclle  lorfque  'v  eft  un  nombre   entier 
ou  zéro,  &  A,  y  des  nombres  entiers • 


'Sr-O'-'''  ('■+/«) . 


i> 


Sabftîtn-r.    .  r *    ^„   ,.      aj*— * 

tion.   V-^/*— «  ,  OU  K^-y. 


!/«(«''— ^)';  rationelle 


.Réduite  .* 


lorique  ^  eft   un  nombre    entier  ou 
zéro,  &  A,  y  des  nombres  entiers. 


i*->^i 


Oo 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFERENT.        IRRAT. 


X 

«elle.    ,         j      \u 


7n 


^  '    '  ^x  =zz  ^  OU  X  — 


ibititu-r        r 

ion.     v^""*"/* 


^  _    ^    non .     V     •  y  "         «  ^  v^**  *.  —      r.     . 


K-*-» 1     t      f     V  N»  — r  y  *  '     7 


,-0-^7.(«— O'-^Ô-cr;     ratio- 

Réduite  -  /  * 

nelle,  lorfque  tt  Se  /m  font  des  nom- 
bres entiers  ou  zéro,  &  A,  y  des 
nombres  entiers. 

X 

DiflTe'ren.)  \  J       f     \  / 

tielle.   ^x'"*~\ixj/7^7^ 

Snbflito.  ^ ^  >.  , ,     ___     , ,»_  , 


• 


II.<    tien.    ^^-l-/*'=«%   OU  *' 


iT— I 


— :!rrr  •       ^^  ?.  r  "T^  ;  Rationelle  , 

Réduite./,     -  ni 

lorique   tt  elt   un   nombre  entier  ou 


zéro. 
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*»-»i 


^Dîfferen- 

tieilê  » 


ax 


»  \— I 


.(^h.Ax*)Kh-/,'** 


-•^    /  Sttbflitit- ^  y-   ;i 2  n 

I2;-\    tion.  {>-+/*  =«  >  OU  ;f 


13 


iJ2(z*  — ey 


-^I 


Réduite  -^ 


l/,/*-^(^/-H*(«*^)) 


;  rationelle  lorfque 


77  efl  un  nombre  entier  ou  zéro. 


Dîffëren- 


rifferen-  r  »»— i  .     /  e  -^fx^  \ 


V 


iSobftitu^  S 1 
tioa.-   is 


OU  » 


f     ' 

-  % 

n 


'—dnX 


Réduite. 


ï^ 


f—iz' 


Irationellcy  lorfque  '«■  eft  un  nombre 
entier  ou  zéro,  &  A,  »  des  nombres 
entiers . 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT."* "* 


IRRAT. 


Il 


Différen- 
tielle 


''{^""-'dKfreZIt 


14 


[Subftitu- 
tioa. 


/*• 


*«• 


«-+-*»» 


%    ,   OU   N 


az' 


f—bz?- 


Réduite  • 


Jrationelle,  lorfque  -»•  eft  un   nombre  | 
(.entier,  ou  zéro. 

DifTeren-  r«>i__../->  -."" 


15 


tîon .    \,*    - 


Subftitii. 

Réduite  #  V  ,  ' 

jtionelle  lorfque  tt  eft   u|  nombre  en- 
tier, ou  zéro,  &  A  impair. 


ra- 


£  DîfFeren-i^  v».— x 


m    tielle.  \ 

I(^.  Jsubftitu-r  ;, 
\     non .     U^ 


d>^^{e^f;i'){a^bK''), 


âz  — a 


non.     -  i—fz* 

Réduit.- .  3  TïbUfTr^* lationeUe 

lorfque  tt  eft  un  nombre  entier  ou  zéro . 


[ 


I.  Partie.  Chap.  V, 


25>5 


TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT."*  IRRAT."* 


DiÏÏénn- 
ticlle . 


»«  — I 


y\e-^fx'')(^a-*-ùx'') 


17' 


'Subftltu-        n 
tion .    «r^ 


ez  ^a 


*-/v 


2^g:C^g*-- if  )'»'-'' 


Réduite.  <f      ni^h—fT^Y 

nombre  entier  ou  zéro. 


ratlonelle ,  -v  étant  un 


Dlflferen-  r  Tn 
tielle 


["-{«^'-'^^^Cf^^H-/**") 


i8. 


Subfticii* 


tion 


rt 


ev^—a 


b^fz* 


ip, 


.^7 ^  ^.^^XH.l   ;  rationelle,  lorfque 

Réduite.  >(^-^*> 

j-TT  eft  un   nombre  entier  ou  zéro,   A 
étant  un  nombre  impair. 

X 

Differen- r  T»— I  »    /  /•  «^^         i»\T 

tielle.  V         a9c[^e'^fx  -^aax     )    . 

Sobftitii-  r  »  gg— ^  ' 

tion.    \**   — /  — 2 


i^% 


'2^z(gg-0^"^'(/'g-^gg-^0^"*'\ 


»(/—  2Ug) 


or  •♦'A-*-  X 


ratio- 


Rcduite  A  jjçjjç  ^  lorfque  *»•  eft  un  nombre  entier 
ou  zéro,   A  étant  un  nombre  impair 


2P4 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT.       IRRAT. 


kubftito-  C^ iiz—f 


20. 


tion 


n 


i  —  zz 


Redoite»/ 


— fz'^kzz) 


K-<-l 


;ra- 


itîonelle  lorfque  ^  eft  ua  nombre  en- 
tier ou  zéro;  \  étant  impair • 


•    Il  J   ^  TW— '  I 

nellc,  \JQ 


d^if^—gK'' 


'Y- 


Sabftito- 
tion. 


21. 


Bzz^A^ 
2«  -*•  I 


£ 


f^k^ff^^ge 


^i 


^)«^"*'/^z(B««-4^f^ 


ra- 


Réduite  .^ 


»  (  «  «  H-  I  )'^ 


-••AH-  1 


[tionelle  lorfijue  '^r  eft  un  nombre  en- 
,tier,  ou  zéro;  A  étant  impair. 


^— ^— ^—^^ 


f 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.  "^  IRRAT.^" 


22. 


Pdx;  P  ne  contenant  que  des  fou- 
irions   rationellcs    de   « ,   &    les  radi- 

|*^(///7*«— h/x-h-^)'*^  &c.  du  même 
trinôme;  ^,  /t^,  &c.  étant  des  nom- 
^bres  impain. 

-;   Z   fon£lîon    rationelle  de 


DifEeren- 
tîelie . 


23 


tion.  /j5^   qu'on    trouve   en    fubftituant   dans 
P     n^~^  au  lieu  de  x. 

eduue./'g^^(A-*g^-^>^  rationeUe. 

P</«;  P  ne  contenant  que  des   fon- 
dions rationelles  de  x,  &  les  radicaux 

&c.  du  même  trinôme  /« — ^**-+-^; 
A,  fx,  &c.  étant  des  nombres  impairs. 

=  -^^  ^       ;    Z   fbnélion    rationelle 

ISabmtu.  \  ^  -  «  55 

tion.  /de  %  trouvée  en  fubftituant  dans  P, 

^"^     au  lieu  de  x* 

Réduite. J  ^^^^(^g-/'^->-^^^>.  rationeUe. 


tite .  J  - 


2^6 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFI-RENT/"  IRRAT,^" 


DîflTercn- 
tielle  • 


'Pdx  ;  P  ne  contenant   que  des  fon- 
6tion$  rationelles  de  dP,  &  les  radicaux 

i&c  du  même  trinôme /x -—^  ^* — e; 
\  y    8c    id.    étant     des    nombres    im- 


24. 


pairs 


^3  ^ 


Bzz^  A 


SnbflitU' 
tion» 


zz 


—  ;   Z    fonélion    ratîoneUe 


de    %,    quon    trouve    en  fubftituant 


««  H-  I 


au  lieu  de  «  dans  P* 


Réduite  • 


^2zdz{B  —  A)  .        „ 

— ;; ^— ; — ^:  rationelle. 


r 


X 

^ 


. 


1^5 


sm 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT."* "* 


IRRAT. 


Pdx^P  ne  coatenant  que  des  fonftions lationelles 

Diffère  n-  j  >^  /» 

tidie.  yç  «,  &  les  deux  radicaux  (a-^hx)*  {b-^kity-  ; 
\  8c  (i  étant  des  nombres  impairs. 


izz 


ISubflita-  i,  i 
tion. 


gzz,  en  iàifent  /& — -A=e,  & 
^-  =g;  Z  fonélion  de  z  qu'on  trouve  en  fubfti- 

au  lieu  de  « ,  z''  au  lieu  de 


«2  — <» 


îuant  dans  P.     , 

,(/»-+. *x)»,  &  {e-¥g%%y  au  lieu  de  (^-t-/^^)». 
ire    Y     ^      >  irrationelle  qui  ne  contient  plus  que 

Réduite .  ^  ^  * 

Me  radical  {c^^g%%y . 
%  =  -~*^^  loriïjue  ^  cft  pofîtîve ,  &  z 

^    llorfque  e  cft  pofitive;  r  fonftîon  rationelle  de 
Sabftitu-  //  5  qu  on  trouve  en  fubftituant  dans  Z  au  lieu 
Ide  »,    '""/^   ,    lorfque   ^    eft    pofitive ,    & 


I 

3 


tion* 


2f 


t 


^iJL.,  lorfque  r  eft  pofitive. 

^^^^ — ^  y^^     ,   lorfque  g  eft   pofitîve ,    8c 
Réduite. <ilïzMi:^.  lorfque  e  eft  pofitive  l'une 
&  l'autre  rationelle. 

PP 
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I  w  ih 


g  ■!    I   IM      1»     M  I       1!  L      I    I   .  .i  .11.  t  Ji      .ilJ 


Z 


LES 


TAfiLE  DE  REDUCTION  DES  DlfFÉRÊNt.       IRrAT. 


LES 


tt 


PJm 


Pz=zX{a^bx)\tc^=zX{b 


k^YdtX'il-^pÉyi     Xy    X'y    X" 

Dîffôrcii-J 

tieiie.  jetant  des   fondions  rationelles  de   x; 
a^byby  k^  /,  p  des  conftantes  réelles; 
A^  jLi,  y  des  nombres  impairs. 
En  multipliant  le  numérateur  Pàx^ 


&  le  dénominateur  ^  par  X\b 


26. 


SuUltttt- 
tlon  • 


hy 


X"  (/-»-/>*)*  on  atfra —g- 


Re  dttite ., 


la 


-ZfiXX' Jx(a-+&*y    (l^0x^ 

x'x'ib-^kxT—x'x'(j'*fxy 

\OïL  réduira  en  rationelles  Chacune  de 
ces  deux  fraélions  pai*  le  K.*   25. 


L 


r 


I.  Partie.  Chap.  V. 


Z99 


I 


\ 


TABI^  DE  REDUCTION  PES  DIFFgRgNT.  "*  IRRAJ.*^ 


^^^^^^^3^^^^^^^^ 


pj» 


4";^*  etaat  une  fonction  lationelle 


"*"**)*>  ^>  &/*  des  nombres  impairs. 
En  multipliant  ie  numérateur  Pdx, 


I 


le  dMOBiina^eur  j^par 


17- 


Snbftitii. 
tion» 


Réduite. 


'('* 


'b^ymX'(6'^kMyy  onaura4iî= 

[On  réduira  cette  fiaélion  en  raçlonel- 
,1e  par  le  N.*  atf. 


lA     I  ■ 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE   DIFFÉRENT.*""  IRRAT.*"" 


*Pdx;  P  ne  contenant  que  des  fon- 
étions  rationelles   de  x,  &   le  radical 


^. 


ix\7 


A(L14^y  y  ou 


Diffôren- 
ûelle  .  \^     4—1-^  r  C^^AfL:ZZl\f  ^    OU 


OU  &c  i^,   w,   ny  py  &€•   étant   des 
.nombres  entiers. 


..♦    ■^<r-^^fêfe")"'=«, 


«,   OU 


18. 


L  «  /^^_^^/,-+^(|^yi^^^ 


Subûlto-iou  &c^  =«^  OU  bien. 


tion 


Z-f    ' 


En  fubflituant   ces   valeurs  rationelles 
Réduite,  ^dg  *   dans   la   différentielle   propofée, 
on  la  rendra  rationelle. 


r 


X 


I.  Partie.  Chap.  V.  ?oi 

CCI. 

•  ••  • 

REMARauE*  Puilîjue  nous  avons  démontré  dans 
le  Chapitre  précèdent ,  que  toute  fraftion  rationelle 
différentielle  peut  toujours  fe  réduire  a  la  quadrature 
d'une  des  feftions  coniques,  il  eft  clair  que  toutes  les 
différentielles  afFeélées  de  radicaux,  qu'on  peut  réduire 
par  transformation  a  des  fra£lions  rationélles,  comme 
nous  avons  fait  dans  ce  Cliapitre ,  font  inttgrables  par  la 
quadrature  de  quelque  feftion  conique.  On  pourroit  par 
les  principes  établis  dans  les  deux  derniers  Chapitres  con*> 
ftruire  des  tables  générales  d'un  ufàge  très  commode^ 
pour  trouver  algébriquement,  ou  par  les  tables  ordi* 
naires  des  logarithmes,  &  celles  des  finus  &  tahgentes 
les  intégrales  dts  différentielles  rationelles,  &  des  irra* 
tionelies  reduftîbles.  On  n'auroit  pour  cela  qu'a  étendre 
les  deux  Tables  que  Newton  a  donné  dans  fon  traité 
de  la  quadrature  des  courbes,  &  ramener  (es  formules 
irrationelles  aux  rationelles  par  noflre  table  précédente 
de  reduélion,  &  réduire  enfin  toutes  les  intégrales  qui 
fuppofent  les  quadratures  de  l' hyperbole ,  &  de  1'  ellipfe 
aux  logarithmes,  &  aux  arcs  de  cercle  pris  dans  les 
Tables  ordinaires.  Nous  donnerons  icy  quelques  exem- 
pies  de  ces  reduéHons  en  parcourant  les  deux  Tables 
de  Newton. 
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La  première  Table  ne  contient  que  quatre  formu- 
les générales  de  diScren  délies  y  dont  les  intégrales  (ont  al- 
gébriques .  Les  deux  premières  font  »*  ""  'i/^ ,  &  **  ~  ^dx  X 
(  c-^fx  )  ~  ^  ^  qui  ne  font  aucune  difficulté  ;  les  deux  autres 


$n  fuppoiant  que  ir  eft  un  nombre  entier  podtif  »  Ces 
«bux  dernières  formules  font  deux  Cas  particuliers  de 
la  fornEUile   8/  de   la    Table  précédente    de   redu6lion 


n  dx{c-^fx*)   ;   car  on  a  ces  deux  cas   en  fup- 


folant  >==2,  &  A=zi:i.  Or  en  faifant  r-+/**=x% 
OU  M^  5=  -^-5  noftrc  formule  devient  -^  a  "*"""'  ^  «  X 

(«*^r)^~';  différentielle  rationelle,  lorfîjue  tt  eft  un 
nombre  entier  quelconque,  ou  zéro,  A,  &  y  étant  des 
nombres  entiers  pofitifs ,  ou  négatifs  •  L'intégrale  de 
cette  différentielle  eft  évidemment  algébrique,  lorfque 
'zr  étant  un  nombre  entier  pofitif,  A-^-y—i  eft  auffi 
un  nombre  entier  pofitif,  pu  zéro.  Par  exemple.  Si 
on  fuppofe  '«•=3,  ^'=^Zy  A  =  i,  on  aura  le  j.*   Cas 

de  la  troideme  formule  de  Newton ,  qui  eft  n^^'^^d  x  X 
(f-h/îf")*,  dont  la  réduite  en  fuppofant  tfÉ-+-/ic'=»* 


/ 
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«ft;;;^«*^«(»*— 0*=;;^(«''/«— 2r«*rf«-«.^r«V%), 

doût  l'int^rale  algébrique  efî  -i.  (£  —  îiî!  ^1££\  =- 


en  remettant  r -+/*'*    au  lieu  de   %*;   ce   qui  eft  la 
même  intégrale   que  celle  des  Tables  de  Newton. 

On  pourroit  augmenter  cette  preniicre  Table  en  y 

inférant  les  cas,  ou  dans  les  différentielles ^v*''"'^;^  X 

(^-+-/;f'')%  ir  eft  un  nombre  entier  pofitif  fucceffive- 
ment  =  i ,  m  2 ,  =  3  &c.  ou  zéro ,  &  A  -4-  y  —  i  un 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  comme  il  arrive. 
i.""  Lorfque  X  =  i ,  &  f  fucceffivement  =  25=3  >=4>  ^^» 
2."*  Lorfque  A = 2 ,  &  »  fucceffivement  =  2  ,=  3 1=4  >  ^^* 
3."*  Lorfque  A=:—i,&yfucceffivement=:  2,=  3,=4,Ô*r. 
4.^  Lorique  A=:— 2,&yfucceffivement=::  3,==  5,=7,Ô'Cr 

on  peut  rendre  cette  Table  plus  étendue  a  l'infini,  en 
introduifant  les  cas  ou  les  formules  de  noftre  Table  de 
reduRion  peuveilt  s'intégrer  algebriquethent  ;  comme 
font  la  4.*  formule,  lorfque,  r  étant  un  nombre  entier 
pofitif,  -w.  A,  jit  font  auffi  des  nombres  entiers  pofitîfs, 
ou  zéro  ;  les  5.*,  6.^ ,  &  7.*  formules  dans  les  mêmes 
fuppofitions ;  là  p.*,  lorfque,  v  étant  un  nombre  entier 
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pofitif,  q  &^-#-y— I  foot  aufli  des  nombres  , entiers 
pofitifs  ou  zéro;  la  lo.*,  lorfque  -ït  &  ?  font  des  nom- 
bres entiers  pofitifs,  &  z^,  àA—H'— i  aufli  des  nom- 
bres entiers  pofitifs  ou  zéro  • 

La  féconde  Table  de  Newton  renferme  onze  for- 
mules générales  rationelles  ou  reduâibles  par  noftre 
Table,  dont  les  intégrales  dépendent  des  quadratures 
de  Thyperbole  &  de  Tellipfe ,  &  peuvent  par  confisquent 
le  trouver  par  les  Tables  ordinaires  des  logarithmes, 
ou  par  celles  des  finus  &  tangentes.  Nous  en  donne- 
rons quelques  exemples  « 

Exemples.  Tirés  de  la  i.««,  3.^,  &  4.*  for- 
mules générales  de  la  féconde  Table  de  Newton. 

La  i.e«  eft  «'*~"^i/«(^-+/;«')""%  ir   étant  un 

I 

nombre  impair  pofitif.  La  j.*  eft  x'"""  V*(^-4*/x»)*, 
'7  étant  un  nombre  entier  négatif  ou  zéro.  La  4.^    eft 

if''*~V«(^-+/V')  *,  ir  étant  encore  un  nombre  en- 
tier négatif,  ou  zéro.  Ces  trois  formules  ne  font  que 
des  cas   particuliers  de   la  formule   8.«  de  nôtre  Table 

X  ~  dx{c-^fny  ^  dont  la  réduite,  en  fuppofant  e 
^/x''==**  eft  -—«^^"-V^Ca^— 0"""%  rationel- 


le,  lorfque    '^   efl  un  nombre  entier  quelconque,   ou 
zéro,  A,  v,  etaat  de^    nombres    entiers,  quelconques. 

Donc 
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Donc  la  première  formule  oT^'^^Jx^e-^fx")^^  ,  en 
faifant  dans  noftre  formule  8.«  A=: — i,  &  j'=i  aura 

pour  réduite  — —-  tT^ '  d z ( % —  ^)  ^~ '  & ,  (î  on  fuppofe 

'^=  I ,  cette  réduite  fera  -^ a ~ ^ dz  dont  Tintégrale  eft 

^/.%;  /.  exprime   le  logarithme   hyperbolique  ou  tiré 

de  la  logarithmique  dont  la  fouflangente  ell  Tunité;  & 

cette  intégrale  fera^  .  /.  «,  en  prenant  /.  z  dans  les 

Tables  ordinaires^  &  en  fuppofant  que,  la  fouftangente 
de  la  logarithmique  de  ces  Tables  étant  M,  on  ait  N=:, 

'^j  comme  nous  Favons  démontré  ailleurs  (  Art.  xxx il). 

Si   on  fuppofe  *»■  =  2 ,  la  réduite  fera  ^^  »~*  d  z  X 

(2s— ir)  =  ~  {dz^l^)  dont  rintégrale  eft 

— ^  .  /.  %  hyperbolique  =  -~- —  •^  /.  «  pris  dans 
les  Tables  ordinaires.  Si  on  fuppofe  'Trr^.j,  la  réduite 
fera-ij- a*"  *i/«  (  «*— r)*  == --J  (  %  ^«--- 2  ^  ^« -H-^^^ 


dont  rintégrale  eft-^(~-  — 2^«-4-^(?N./,%). 

nf 


Pour  la  troîfieme  formule  de  Newton  n        dtc( 
f9ê')^y  en  fuient  dans  noftre  formule  «•  \=ziyf^ 


ioS  Elemens  du  Calcul  intégral 

&  r -+./«•==«*,  elle  aura  pour  réduite  -fj-«V«(«*— 

nf 

cY^^y  &  fi  on  fuppofe  yr=zoy  cet»  réduite  fera  ^ .  X 
j£l=^  (dz^^^).  Or  rintégrale  de  dz  cft  %, 


il 


&  celle  de  «^-^  fè  trouve  par  les  logarithmes  ^  lorfque 


c  eft    pofitîf  =:-+//i^;   Car   alors   -^  "^ 


5'—^  T^'^aa 


aJz 


(«-♦•^)(«  — ^)  t— .« 


Ladz  Ladz 

*         —  -î — ^  ,    dont    l'intégrale    cft 


1  aL.(x-^a)^{aL,(x^a)z=\aL[^^  =  {aKX 

i  f  2^i^  en  prenant  ce  dernier  logarithme  dans  les 
Tables  ordinaires^  maïs  lorfque  e  eft  négatif  ==:—i^^, 
la  différentielle  4^  fera  — ?^^.    Or  l'intégrale   de 


a    .    ^I"      ^*     .—«.WQ. 


«* — e  z  -+^# 

cette  différentielle  eft  •— ^;   A  étant  un  arc  de  cercle 
au  rayon  a  dont  la  tangente  eft  z  (Art.  Ln.)* 

Pour  trouver  cet  arc  A  paf  les  Tables  ordinaires 
des  finus  &  tangentes ,  dans  lefquelles  on  fuppofe  que 
le  rayon  du  cercle  eft  l'unité^  on  dira  (Art*  XLiv») 
le  rayon  a  eft  au   rayon   i,  comité  la  tangente  x   de 

Varc  -4"  eft  a  la  tangente  -  prife  dans  les  Tables  d'un 

arc  B  femhlabk  a  Tare  Ay,  ou  d'un  ^^  nombre   de 


I 
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iegréc.  Oq  aura  donc  le  nombre  de  degrés  de  Tare  B; 
on  déterminera  (à  longueur,  laquelle  (bit  =^,  &  on 
dira  i  eft  a  ^,  comme  ii  eft  a  Tare  A=:^ah;  Par  con- 

fequent   l'intégrale  de  ~"   ^  fera  — a  if, 

Ainfi  dans  le  premier  cas  de  e  podtif  =  <»  4 ,  l'in- 

t^rale  de  la  diâërtmcielle  i  .  -^  kn  ^^  ~  X 


2«— r  «  If 


N/.  (^|~j;   &   dans   le  fecoad  cqs  de  c  négatif  = 

— iii»,  cette  intégrale  fera  ^ — l^.    On   opérer»  de 

la  même  manière  dans  tous  les  cas,  ou  on  voudra  re* 
duire  les  logarithmes  &  les  arcs  de  cercle  aux  Tables 
ordinaires.  On  pourra  conftruire  en  cette  majikce  des 
Tables  beaucoup  plus  utiles  &  plus  commodes  quaucu* 
ne  conftru£lion  par  les  courbes. 

Exemple  tiré  de  la  féconde  formule  de  la  féconde 


Table  de  Newton,  m'^  ^«^(^-^/*)~S  "*  ^'a^* 
un  nombre  entier  impair  &  pofttif  :  cette  formule  efl: 
un  Cas  de  la  formule  7t  de  noftre  Table  de  Reduélion 


— I 


m"      dn(e^f>t'y.(a^bM'^CM*y  ,   en   ^fant 
fi=o;  X= — i;  T=2  ;  «*=«*5    fk  réduite    fem 

»*       d%{e^hf%*)^^;  fi  00  fuppofe  facceffivcBieac 
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Tr=:i,  •»=3,  '»  =  $>  ^f •  )  les  réduites  correfpoûdaa- 

tes  feront  -— ^^,  i.^1^,  i.-5Îii-,  &c.,  dont  on 
trouvera  les  intégrales ,  comme  dans  le  dernier  exemple  ; 

car  on  aura — TT^vT^»  TZëT^-^J         ^^** 

0—¥tz  ?"*"  '— r/S  •'  *   — t- j 

Exemple  tiré  de  la  formule  ^  «  de  la  féconde  Table  de 


n 
— 1 


Newtoa.  x*  dn^e-^fx-k-gà"'  *)  ',•»  étant 
un  nombre  impair  pofitif.  Cette  formule  eft  encore 
un   Cas   particulier    de   nôtre    formule    7t   en    faifant 

A==tf,  /!*=: — I,    T=;=2,    «*  =  «*;    fa   réduite    fera 
^«^"»J^  — rV-Tj  lorfque7r=i,  &  = 

—  -^  —  2:  -4-  Z^  "  4       —  «4.  —  j^  — f-  2 


2  «*</« 


ng     L^L^^ 

i       s 


—  ,    lorfque    tt  =  3  ,    &c*   difFérenticUes 


quon  intégre  après  avoir  trouvé  les  fafleurs  réels  du 
dénominateur,  comme  nous  avons  expliqué  dans  le 
Chapitre  précèdent,  &  dont  les  intégrales  ne  dépendent 
que  des  logarithmes,  &  des  arcs  de  cercle. 

Enfin   on  peut  étendre  autant  qu'on  voudra  la  fé- 
conde Table  de  Newton,  eu  y  inférant  .toutes  les  dif- 


I.  Partie.  Chap.  v.  30^ 

ferentielles  rationelles,  &  toutes  les  irrationelles  redufti- 
bles  dont  les  intégrales  dépendent  des  logarithmes  &  des 
arcs  de  cercle. 

En  gênerai  on  connoitra  par  nos  Tables  fi  les  dif- 
férentielles irrationelles  qui  y  font  comprifes  font  redu* 
Ribles  par  cette  méthode  a  des  différentielles  rationel* 
les,  &  par  confequent  intégrables  par  les  quadratures 
des  fe£lions  coniques.  Par  exemple,  foit  a  examiner  la 

formule  différentielle  ;  on  la  ramené  a  la 


formule  20 f  de   noftre  Table  «'"""' //x (** -h/^^ 

X 

g9c^^)^  5  en  £ii(ant  A= — i,  »=2,  2-»-  — i=y^  ou 
2Tr  =  y -f-i .  D'où  Ton  voit  que  i^r  étant  neceflàire- 
ment  un  nombre  pair,  fi  'sr  eft  un  entier,  il  iaut  que 
y  foit  impair;  donc  dans  le  cas  de  f  impair,  cette  dif^ 
férentielle  ne  peut  dépendre  que  des  quadratures  des 
feélions  coniques.  Mais  fi  v  eft  un  nombre  pair,  &  par 
confequent  y— f-i  impair,  alon  tt  ne-peu t  être  un  en- 
tier, &  la  diflférentielle  eft  irredu6lible  par  nos  Tables, 
&  par  aucune  autre  méthode  connue. 
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CHAPITRE    VI» 

Dts  méthodes  de  Newton  dans  le  traité  de  ta 

quadrature  des  courbes  pour  trouver  Cintégrale 

de   la  différentielle  (Pi/x),   P    étant 

une  fonEiion  quelconque  de  x. 

X\  ous  dîviferons  ce  Chapitre  en  trois  articles. 
Dans  le  premier  nous  expliquerons  la  Théorie  générale 
de  Newton.  Noug  tiaiterons  dans  le  fécond  des  prépara- 
tions  neceilaires  pour  lapplication  de  cette  Théorie  aux 
dilTérentielles  propof^es*  Enfin  Boufi  ferons  cette  applia- 
tion  dans  le  troisième  Article. 


ARTICLE  PREMIER. 

De  la  Théorie  générale  de  Newton  pour  trouver 

rint^grale  S.Pdfç. 

CCII- 

On  peut  confiderer  la  différentielle  Pdx  abfolu- 
ment^  &  en  cheirher  T  intégrale  fans  la  rapporter  aux 
quadratures  des  courbes.  On  peut  aufli  la  regarder  com- 
me l'élément  ^  ou  la  différentielle  de  Taire  d*une  cour- 
be,  dont  rabfciffe  eft  ip^  &  Tordonée  perpendiculaire  / 
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z=zP'  &  àlôre  fînt^rale  S.  Pdx^  ou  S.yàn  fera  cga- 
le  a  Taire  de  cette  courbe.  Cette  dernière  manière,  qui 
eft  celle  de  Newton  a  pl^f!eurs  avantages;  première- 
ment pour  trouver  Tint^afe  S.ydn  par  les  quadratu- 
res des  courtes  les  plus  fimples;  Secondement  pour  la 
rapporter  aux  courbes  dont  les  quadratures  (ont  déjà 
connues  d'ailleurs;  Troifiemement  pour  expliquer  plu- 
fieurs  cas  d'intégrations,  qui  fans  cela  pourroient  être 
embaraflàns.  On  connoitra  ces  avantages  par  toute  la 
fuite  de  ce  Chapitre. 

CCIIL 

Problème  L  Trouver  autant  d'intégrales  qùoa 
voudra  de  k  différentielle  Pdx^  ou  trouver  autant  de 
courbes  quarrables  qu'on  voudra  « 

Première  Solution  •  Prenez  autant  de  fbnélions 
de  X  qu'il  vous  plaira,  avec  des  coefficiens  &  des  ex* 
po(âns  indéterminés  •  Suppofé  qu'une  de  ces  fonctions 
ibit  X.  Prenez  fà  différentielle,  laquelle  foit  X'dst^  X' 
étant  encore  une  fon£lion  de  «r;  en  faifant  Xdx^zPdx^ 
vous  aurez  P=zX'  &  S.  Pdx=zX.    C.^F.T. 

Seconde  Solution.  Si  on  confidere  Pdny  ou 
/dx  comme  l'élément  de  l'aire  d^une  courbe,  dont 
l'abicifle  efl  x,  &  l'ordonnée  perpendiculaire/;  ayant 
pfis  une  fonftiofl  quelconque  X  de  rabfciffé  «  &  fà  dif- 
férentielle X'dsiy  on  fera  X'dx=ij^d99y  &  divifant  par 


) 
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^«,  on  aura  X'=zfy  équation  a  la  courbe  dont  Taire 

fera  S-/^«  =  X.    C.^F.T. 

Exemple  L  Supposé  quon  ait   pris    la  fonâioa 

X=^«'  ;  en  différentiant  on  aura  XV*=  nast^^^d  x; 

nax"'^^  fera  Tcquation  a  la  courbe  dont  l'aire  eft/i«*  • 
Exemple  IL  Supposé  quon  ait  pris   pour  X  la 

fon£lion  ax'^-^bAy  A  étant  un  arc  de  cercle  au  rayon 
r^  &  dont  la  ungente  foit  x\  en  différentiant  on  aura 


tf'-^XX 

btf 


tr 


-,  &^(rr-+*x)=;»ii«'        -+;»iïrr**     ^^^brr^ 


équation  a  la  courbe  dont  Taire  eft  ax'^  -^bA. 

Exemple  III.  Soit  X=^ax'''^bl.Xj  /.^v  étant  le 
logarithme  hyperbolique  de  x.  En  différentiant  on  au- 
ra  Xdxz=fdx=:nax''-'dx-^^;   X'  =  /=z 

na9p     '"+•;>  & /x  =  «^«''-+^,  équation  a  la  cour- 


be dont  Taire  S.ydx'=:zax'^'^bLx. 

Ce  premier  Problème^  quoique  très  fimple,  four- 
nit un  principe  '  d'invention  dont  Newton  &  plufieurs 
autres  Auteurs  célèbres  après  luy  ont  fait  un  très  grand 
ufage  dans  le  calcul  intégral.  On  s'en  fert  pour  la  con* 
ftru6lion  des  Tables  des  différentielles,  &  de  leurs  inté- 
grales \ 
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grales;  une  différentielle  quelconque  étant  proposée,  on 
peut  chercher  fbn  intégrale,  en  prenant  a  difcretion 
une  intégrale  avec  des  coefficiens  &  des  expofants  in- 
déterminés, &  comparant  la  différentielle  avec  la  pro- 
pofée.  Tout  confiile  a  bien  choifir  fbn  intégrale  &  a 
la  préparer  comme  il  convient,  pour  pouvoir  comparer 
fà  différentielle  avec  la  propofée,  comme  nous  Texpli* 
querons  dans  ce  chapitre. 

CCIV. 

THEOREME  1.  Suppofé  que  il  =  ^-+/«''-*-^  ^** 

-+i5»  —H Sec,  &  que  Tintégrale  ou  Taire  S.j^dx=z 
x^  R   ,  on  aura  lordonnée. 

/=(.'::;j/»"r.x.>'«"::',«.>''"--<^- >'"■*" 

Démonstration.  Puilque  »  R  zzzS.jfJx^  en 
différentiant  de  part  &  d  autre,  on  aura  6  «*  ~" 'ii  ^  *» 
-+  A  j»  lC'^^dR^=:fdx;  &i  écrivant  R,r!"^^   pour 


•— » 


R    dans  le  premier  terme  de  cette  équation ,  &  :«.  x 

pour  x'  dans  le  fécond  terme ,  ces  expreflions  étant  ma- 
nifeflement  équivalentes ,  on  aura  (dRjM-^Kx dR)  X 

«""^jR        =/</«.    Or  par    la    fuppofition  dR'=. 


Rr 


x'-^n'^-' 
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Donc  fi  on  fubftitue  les   valeurs  de  11  &  àe  dR  dans 

requation  (BRdic^h  ttdR)**"^ R'""=/dH,  & 
quon  divife  par  ^m,  on  aura  Tordonnée. 

V— r«*  "*"!  V«'  '1\  ")£'"  iî:t   l-*'"  -H-Of.) 

a  ^  F,  D, 

ccv. 

THEOREME  IL  Suppofé  qUC  R=ze '•¥/}*'  -H-g**" 

-4.^*î''-*-&c.,que^=/t-l-/«''-+m»*''-+»'x'''-+-Ô's 
&  que  Tintégrale  ou  l'aire  S.j/d »•=■}*  R'^  S  y  on  aura 
l'ordonnée  • 


•tk 


H.(»»J''*    -«.K,  >//«»•  -fax»  >«/*'*  -^  Cî»-*. 


s 


z^}'"'*'  -^^  ^--'* 


.5« 


&c. 


Démonstration.  Puifque  x^ R  S^=S.fdxy  en 

difFérentiant  de  part ,   &  d  autre ,   on  aura  /  ^  x  =  6  ^  x . 
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Or  fi  au  lieu  de  2?.,  5*,  dR^  dS  on  fubftitue  leurs  va- 
leurs dans  la  partie  de  Tequation  renfermée  dans  la  pa- 
renthefe,  &  quon  divife  toute  Tequation  par  ^x,  on 
trouvera  la  valeur  de  l'ordonnée  /  telle  quelle  eft 
énoncée  cy-deflus. 

On  peut  continuer  ce  théorème  a  Tinfini,  en  fup- 

pofant  Ry  S  comme  cy-deffus,  T=/>-4-^;«"-H-rx*''— h 
Sx^'''^&c.;  S.fdx:^xR''s''T'y  &  ainfi  de  fuite. 

CCVI. 

Lemme.  Si  l'on  a  plufîeurs  différentielles  Pdx^-^ 
^dx'-^Rdx^&c.=ÇP^^^R)dx^  &  quon  faffe 
P~^^^^R^^&c.^=iZy  Imtégrale  S.  Zdx  fera  égale 
a  la  fomme  des  intégrales  S.  Pdx^^S.  J^dx^^S.  Rdx 
-4-  &c^ ,  ceft  une  des  premières  règles  du  calcul  intégral , 
d'où  l'on  conclut  que,  fi  l'on  a  plufieurs  courbes,  qui 
ayent  toujours  la  même  abfciffe  x,  &  des  ordonnées 
perpendiculaires  y^  y\  /  ^  jT  ^  (S^c.^  &  qu'on  décrive 
une  autre  courbe,  dont  l'ordonnée  T  foit  auffi  toujours 
perpendiculaire  a  la  même  abfciffe  x,  &  égale  a  la 
fomme  des  autres  ordonnées  / -4-/ —f*/'' -+•/'' •H-Ô'r., 
Taire  de  cette  courbe  S.  Td  x  fera  égale  a  la  fomme 
des  aires  des  autres  courbes  S.ydx-^S.y  dx^^S./ dx 
S.fdxCtc. 
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CCVII. 

Théorème  III.  Suppofé  que  labiclfle  d'uae  cour- 
be foit  *;  que  R=<?-4./*'-hg«"'-|.i*»'''-4.  Ô^c, 
&   que  l'ordonnée   perpendiculaire /  =  m      ^  R''     *("—+■ 

^x»-4.c«»»-4.^'»î''-+tfx*''-4.Ô'c.),  en  feifant   7  =r, 
r— h\=:j,   f-4-A==^,  ^— t-A=:»,  «  — ♦- A  =  a Ciî'r.    on 

aura    laire  de   la    courbe  S,  fdM=:M  R  (~ 


Ô*, 


^.); 


Les  lettres  AyB^C^D  defignant  les  coefficients   donnés 
de    chaque   terme   dans   cette    fuite   avec   leurs   fignes 


1 

—  a 


-*-&  —  5  c*eft  a  dire  que  A=z^ —  qui   eft  le   premier 

terme  de  la  fuite  ou  m  ne  fe  trouve  pas:  JB=-7 r- 

coefficient   du    fécond   terme,  ou   eft    9q^ 

z"         (r-^iSê coefficient  du    jt  terme,  ou 

l'on  a  «'',  &  ainfi  des  autres. 
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Démonstration.  Si  oa  fuppofe  que  Taire  d'une 

courbe  dont  labfciffe  eft  x^  &  Tordonnce  perpendiculaire 

Ffoit  X    R'^,  ou  que  x  B}=zS.y.dx  ;    en    multipliant 
de  part  &  d'autre  par  une  confiante  quelconque  A  y  on 

aura  Ax^  lC=iA.S.Vdx=:S.AVdxy  &  par  le  Théo- 
rème  L    (Art.  cciv.)    on  aura   V z::^  l^e'^^^fx 

^'     ^g^'^'Z'.   ^hx^''^(yc.\x'-'R^-\  8c  en 

failant   -^=:y  ordonnée  d'une  courbe  dont   Taire    foit 
Ax^R"",   on   zuT2iy  =  AF=z(Aôe'^l^'^Afx'' 


Maintenant  fi  dans  Taire  Ax^  R  ^  8c  dans  la  valeur  de 
y  on  écrit  ô  — f-  »  au  lieu  de  ô^  la  confiante  B  au 
lieu  de  A  y  &  Tordonnée  /''  au  lieu  de  /'  on  aura  pour 

Taire  de  la  courbe  Bx  '^'^  R  =zS.Bydxy  8c  Tordon- 

née    /    =   [^-^^-Be  ^^^    ^Bfx  _^^^^    ^  Bgx 


/ 


Z[T„"}Bg>t^'''+<^cA:i'''~^  R^""\On  prouve  delà 
même  manière  que,  l'aire  de  la  courbe  étant  Cx       "R  , 
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&    foQ    ordonnée/",    on    aura    y''  =  ffl^i n^Cex*" 


'$ 
h 


»-^î»i>^ 


&  de  même  fi  Faire  eft  Dx      ^  Ry8c  lordomiée/'^,  on 

aura/-=C5=^^^*'"  II!""}^/**"  --D 
D^«'*-4-Ô'f.'\«'""*R''~*  ;  &  ainfi  de  fuite.  La  fom- 

me    de   toutes  ces  ordonnées  /'-+•/'—♦•/'*— •-/*'-+•  &c. 
fera  donc  = 


9< 

J-'^'" 

-+9 

t 

'JAgx^' 

?*•" 

-*• 

C^f,^ 

1 

-^^ 

H^».Sfx" 

"}b/,.. 

-+ 

•x«- 

..^x-.. 

-h^-4-1 

^5-4- 

ï«J  C  «  x*" 

in 


-+^-♦-5»  .Dtf*'    ^  &c. 

&  la  fomme  des  aires  correfpondantes   a   ces  ordonnées 
fera  -^*  JS.  -f-Bx       -R  -+-C«  ic  — hD*      ^  ic 

Or  fi  on  égale  la  fomme  des  ordonnées  /'-+/''-4-/"'-+ 
CTc.  a  l'ordonnée  /,  ou  «^~*  R''"^^  (û— h^x^'-h-c*** 


^;cî''_|.(2rr.),  la  fomme  desaîres  (^-^.B;f''-H-C*"-H- 
D  ^^  "-+-  Ô*c.  )  X  -R     fera   égale  a  Taire    de   la   courbe  , 
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dont  lordonnée  eft  /  (Art*  ccvi.)»     Si  on  égale  donc 

tous  les  termes  a^  ^^ ^  c xy^  &c.  de Tordonnée  /  aux 
termes  correfpondans  de  la  fomme  des  ordonnées  /,  /'', 
y  y  ù'c.j  on  aura 


/r  = 

-.ùeA 

h  = 

:(Ô-+.A 

.»)/^_4.(ô-t.«),.B 

c:— 

:{Q^Z> 

\  »)  ^^-+-(0  -+•»  -1-  A  n)fB"\ 

.(^-^.2«) 

eC 

&c. 

=  &c. 

\ 

d'où 

l'on 

déduit 

- 

A= 

_  a  ___ 

I 

2 — ,  en  faifant  ::  =  r. 

B  = 

_  *— fi; 

f^x«)M_^*-^^^        ^^ 

s. 

faifant 

de 

(6 

^n)t          ^  ^rH.i)f    J      ^° 

plus 

r-H 

A=y. 

< 

C=: 

_<•— (9' 

-4- 2^»);?i4— (ff-h»-#-\«  )/'B  _ 

=: 

(d-^-2»;f 

1 
—  c  — 

-('-• 

f* 

,  en  faifant  ^— hX — ^5 

,  &  aînfi  de 

fuite  a  rinfini.  En  fubftituant  ces  valeurs  de  A^B^C^D^ 

CTc.  dans  l'aire  *^i?.'(yf-i-Bx"-4-C;«*''-4-D**''-4.Ô'c  ) 
on  aura  la  fuite  propofée  dans  le  théorème  égale  2 
l'aire  de  la  courbe ^  dont  lordonnée  eft  /.  Cj^F.D. 

Si  on  vouloit  réduire  Fexpreffion  de  Taire  en  une 
fuite  régulière,  il  ne  faudroit  pour  cela,  que  fubftituer 
a  la  place  des  coefïiciens  A^ByCyDy  &c  leun  valeurs 
déduites  des  équations  précédentes,  on  auroit« 


•  • 
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s 


li—sfA 

: *• 


r-4- 1  .* 


i* — t-t-  i.fB — tgA 


«» 


r«4-a.» 


i-tt — *-».». /C  —  t-t-i,gB — miA 

1 =- •«»•  -I-  &C. 


I 
—  a 


Vii^X^»* 


'^- .-'    .• 

r.r-4- 1  «e* 

r  -*- 1 .  r  -^  2 .  ** 

&  en   continuant   ainfi,   on   aura    une  exprefTion    plus 
commode  de   Taire  de   la  courbe,  dont   l'ordonnée  eft 


CCVIII. 

Corollaire  L  Suppofé  que  rabfciilè  d'une  courbe 

foit  X,   que  jR=:^-4-/x''-+^*^^-*-i&;^^*-4-Ô'r.  ,  Je  que 

Tordon- 
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rordonn^e  perpendiculaire  (bit /ssi»'""*  H*^""';  on  aura 

V (r-.5).    ]"     — 

on  démontre  ce  Théorème   en   faifànt  dans  la  fèrie  du 
Théorème  <»=i,  ^=0,  c=zoy  d'=so  &c.  &  par  con- 


fequent  ^=2,  fi=--=^,  C 


e'7.'i')r^0'  «==• 


CCIX. 


Corollaire  IL  Si  dans  le  Corollaire  précèdent 
on  fuppofe  de  plus  que  R  eft  un  trinôme  C'-^fx* 
^^g^^^ y  ou   que    )&  =  (?,  ^=3a,    on   aura   S.^dn^=z 

\re         (r-t-O*  V  ('-►«)»  / 

V  {r-*-i)e  ;^  V  (rH-4)*  J* 

—  &C 

ccx. 

Corollaire  III.   Si  on  fuppofe  de  plus  dans  le 

Corollaire   IL  que  g=^Oy    ou   que   -R   eft   un    binôme 

Ss 
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tf-*-/*%   on  aura  S.ydm=:=:x* iC"  (l  —    ■  *^^,     *• 

Ô'f.  )>  &  cette  fuite  eft  toujours  finie,  lorique  5*  eft 

un  nombre  entier  n^tif;  car  fi  au  lieu  des  lettres 
AyByC,Dy&c,  on  écrit  leurs  valeurs,  les  termes  2f 
je  4«  ,  &c.  de  la  fiiite  feront  multipliés  par  les  fa- 
fleurs  SyS,s-^i  yf,s-*-i.s-*-z  &c.  &  par  confequent  fi 
s=- — I,  y=— 2,  s= — 3,  &c.y  les  termes  s.  TnhT, 


r. 5-t-i.i-+2  &c»y  &  tous  ceux  qui  les  fuivent  s'éva- 
nouiront . 

ccxr. 

THEOREME  rV.  Suf^fe  que  lab/ciffe  d'une  cour- 
be foit  x;  que  R  =  f-+/«*-f-^**''-i-^«?''-i- Cire;  S 
=^-4./x''-».m»"'-4-»'*^'-H-Ô'c.,  &  l'ordonnée  per- 
pendiculaire/=«*""' il^"~'  S^-"  (a-^l,x''-hcx^'' 
-^d'K"  -t-eîTc),  &  qu'ayant  multiplié  la  fuite  f,/, 
gyby  (yc,  par  chaque  terme  de  la  fuite  /^,/,»i,»',  Ô'c. 
on  ait  formé  les  rectangles. 

^k     fk      gk     bk   (yc, 

el  fl  gl  hl  (yc, 
cm  fm  gm  hm  &c, 
en    fri       gn      h  ri    CS'€, 
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de   ces 
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fuppofé  enfin  que    les  coefficiens   numériques 
«Sangles  foicnt  refpeéUvement 


5— f-jt* 


t'    / 


V 


t 

ni 


on  aura  Taire  de  la  courbe  S.ydi^ 


V 


"O-HrfJL 


IW       IV'^fJL 


#/ 


zz  &c. 


I 
— # 


X 


(s^i)fkB 


=»*iiVx 


ieirtA 


(r-+.2)tf^ 


.3  s 


—  (/— hi)ffwB — vfmA 


m     I 


C»— «-3>^ 


'V  en  A  511 


eÎTr. 


La   lettre   -4^  defignant  le    coefficient  connu  du    pre- 


mier terme,  ou 


I 

•Mil 

n 


ff 


avec  fon  figne  — »-  ou  — *,  J5  défi- 
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gnant  le  coefficient  connu  du  fécond  terme ,  C  le  coeffi* 
oient  connu  du  troifieme  terme,  &  ainfi  de  fuite;  une 
ou  plufieurs  des  quantités  a^b^c^  (Te. y  c^f^g^  &c.jkj 
iymy  &c.  peuvent  manquer,  ou  être  égaies  a  zéro 
comme  dans  les  théorèmes  précédents. 

Démonstration  •  Si  on  fuppofe  que  l'aire  d'une 
courbe  dont  l'abfcilfe  eft  «,  &  l'ordonnée  perpendicu- 
laire y  foit  S.yd99:=:zAnlCsf^^  on  aura  (Art.ccv.) 
l'ordonnée 

■ 
•+^»J  -+2K»J  -hJ*»J 


.•-*■»  ^       -+« 


JV 


*-i^K-iyr-« 


maintenant  fi  dans  l'aire  Ax*  R^  S^  8c  dans  la  valeur 
de  y,  on  écrit  B  au  lieu  de  ^;  O^^n  au  lieu  de  d,  & 
y  au  lieu  dey,   on  aura  l'aire  de  la  courbe  S^Bf  dx 

z=zBx^''r!'S^  &  l'ordonnée 


r 
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H•^«      J  -«-a*»  J 


/=<       ii;*^7''i''*«"'-^^»  >//5«'- 


«-»■}» 


&  en  écrivant  C  au  lieu  de  Ay  ^-4»  2»  au  lieu  de  tf, 
&  y  au  lieu  de  /  dans  l'aire  A»^  R*^  i^  ,  &  dans  la 
valeur  de  /' ,  on  aura  Faire  de  la  courbe  S,  Cfàn^n 
C^6-*-*?jCs^  l'ordonnée. 


J' 


fff. 


} 


^J-.i|lX-ii«*-l 


&  aînfî  de  fuite. 

La  femme  de  toutes  ces  ordonnées  y,  /',  j/^j  &Ct 
fera  donc  =:: 
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} 


^xju»  J  \  g9-i gK-i  tte-i 


X» 


XfiBM*^ 


<»» 


•  H-»».»*C«»"H-Cî>'f. 


&  la  fomme  des  ûres  correfpondantes  fera  Am^  R*^  S^ 

Or  fi  la  fomme  des  ordonnées  /' j  /*,  /*>  ^<'«   cft 
égale   a    rordonnée /  =  (^-h-^«''-4-c«*''-4-J'«^ 


Û'r.)*^*"'  iî^'^     '5^     S  '^^  fomme  des  aires  fera  éga- 
le a  l'aire  S.fdx  de  la  courbe  dont  Tordonnée   eil  / 

( Art.  ce VI* ) ;  &  fi  on  égale  tous  les  termes  a^  h^  ^ 

€96^^  y  &c.  de  l'ordonnée  /,  aux  termes  correfpondans  de 

la  fomme  des  ordonnées  y\  y\  y'\  Ô*r.  on  aura 


r 


I 
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dTc.  a  Tinfini. 
D'où  Ton  tire 

-4'=-57p=-2--- ,  en  feifànt^=r 

=  .2 lUt^A.  en  faifànt  de  plus  r-+X=:x  &  r 

"  {9-^2n)ek 

OU    C=^c—(f-^-i)fiB  —  tgkA 
»     ^(^f^i)elb  —  tflA 

; —r ^  en  faifant  de  plus  s 

A=/^jy— »./iL=/^  5-*-iu.=z/^^,Ô'r.  a  rînfini*  En  fùbfti- 


tuant  ces  valeurs  de  ^,  B ,  C ,  D ,  &c.  dans  Taire  *^jR.''  S^ 

X  (^-H-Bx^-H-  c  «*  "*  — h  Ô'r.)  on  aura  la  fuite  propofée  dans 
le  théorème,  égale  a  Taire  S.jfdn  de  la  courbe,  dont 
labfciife  eft  jf,  &  Tordonnée  perpendiculaire/.  C^  F.  D. 
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On  peut  tirer  un  grand  nombre  de  Corollaires  de 
ce  théorème  en  &iiant  différentes  fuppoiitions  fur  les 
ttrmes  aybyC y  &c.;  eyfjgy&c.;k y lytn y  &€.  &  fur  les 
expofans  ^  >  ^  >  /^  9  ^  On  voit  auifi  qu  on  peut  continuer 
autant  quon  voudra  les  fuites  de  ce  théorème,  &  des 
precedens;  la  manière  dont  les  derniers  termes  le  de* 
duifent  des  premiers  eft  manifefle. 

CCXIL 


Théorème  V.  Suppofé  que  JR.=^-t-/«*-4-^«*" 

b9ê^'''^&c.y  que  Tordonnée    perpendiculaire   d'une 

courbe  dont  labfcifle  eft  x  foit  x  — '"jR^^^,  8c  que  les 
quantités  données  ô,  »,  ^y  ^j  f^  gy  ^^*  demeurant 
toujours  les  mêmes  dans  cette  ordonnée,  on  fubftitue 
fucceflivement  des  nombres  entiers  quelconques  au 
lieu  de  (T  &  de  r;  Si  on  connoit  Faire  de  l'une 
des  courbes  qui  naiffent  de  ces  fubftitutions ,  on  con- 
noltra  aufli  les   aires  de  toutes  les  autres  courbes,  lorf- 

que  R  eft  un  binôme ,  ou  =  r  '**"/*''  ;  &  fi  on  con- 
noit les  aires  de  deux  des  courbes  qui  naiffent  de 
ces  fubftitutions  ,  on  connoitra  auffi  les  aires  de 
toutes    les   autres   courbes,  lorique    R  eft   un  trinôme 

=:^-4-/jip''-4-^x**;  &  fi  on  connoit  les  aires  de  trois 
de.  ces  courba,  on  connoitra  aulfi  les  aires  de  toutes 

les 
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les  autres  courbes ,  lorfque  H.eft  un  quadrinome  =ff 

-*•/*" -+5***-<-'^**"»  &  ainfi  de  fuite  a  l'infini. 

Démonstration.  Cas  I.  Lorfque  l'expofant  ê 
de  »  eft  continuellement  augmenté,  ou  diminué  par 
l'addition  ou  par  la  fouftraélion  de  »  iàns  aucun  chant»e- 
ment  dans  Texpofant  de  IL 

L*  K  étant  un  Binôme  =<?-*./«';  foit  «'^'ii''""' 
rordonnée  d'une  courbe ,  &  A  l'aire  qui  lui  repond  = 

S,n       K'~'  àx,  l'aire  A  étant  donnée,  on  aura  l'aire 

^•*  -R  ~  ^^   de  la   courbe  dont  l'ordonnée  eft 

»  •+»— «  1^^  — «  rcarpuifque-^rr:!.»  it^^Vj»,  en 

multipliant  de  coté  &  d'autre  par  une  confiante  quel- 
conque />,  on  aura  pA^=zS.pit  ""'  il*~"*^x;  &par  ce 
que  (Art.  cciv.)<«'R'^eft  l'aire  d'une  courbe  dont  l'or- 
donnée eft  (  êg^b^An.fx")  »*""*  r""*  ,  on  aura 
x'R^'^S.dx  (« ff H-fl -+ A »./j»') «'"" ^f!'''\  par  con- 
kc^acntx*  R''—pA=:S.(6e^6^\n/x*)x''''R!"''Jx 
--5'./>*^~'R^""Vx  =  S".(tftf  — .;> -4. e -+  A n.fx" ) x  ""*. 


ii        l(/«f;  Donc  en  failànt  $e — p=.o  oxxp  =flr,  on  aura 
ti^R^—6eA=S.(n:i^.fx'')x'~'E!'^'dx=rS.{6 


•  -4-»— 1    I       •^K I 


Xn)  fn  dnR        ;&en  diviiaat  de  part  &  dau- 

Tt 
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tre  par  la  quantité  confiante  (  ô  -*.  X  »  )/,    on  trouve 


*(%Shn\f  ^^ ^* ^       ""  ^ic  -R        y  aire  d'une  courbe  dont 

Tordonnée  eîïx^'^''^^  R'^   ;   ayant  defigné  cette  aire 
par  B ,  on  voit  que ,  comme  par  l'aire  donnée  A  d'une 

courbe  dont  ï  ordonnée  etoit  9c  '^^  R  '^^  oa  z  trouvé 

Taire  B  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  eft*  n^V'^t  j^^  ^ 
on  trouvera  de  même  par  l'aire  donnée  B  h  troifieme 

aire  C 'd'une  autre  courbe  dont  l'ordonnée  fera  n 

R  '^  ^  8c  aînfi  de  fuite  a  l'infini  • 

Ceft  la  même  manière  pour  aller  de  l'aire  A  en  de- 
scendant, ou  pour  trouver  l'aire  d'une  autre  courbe,  dont 

l'ordonnée  (bit  x  ~*~'  jR       \  car  en  fubftiniant  ô-^ 
n  au   lieu  de  6  dans   le  Théorème   I,   on   trouve   que 

^  —  »  j^\  ^^   Y^^i^Q    d'une    courbe    dont   l'ordonnée    eft 

^ 0-n^\n.f) x' ~ '  R^ ~ ';  &  puifque  l'aire  A=  S. 
^  ""'  R'^'^^dxy  &pA=:S.ps^'^^  R'^'^^dxyoa  aura 


b^n--^An.f—p)x^^^  R^^^dx;    donc    en     feifant 
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É — n—^-hff.f-'pzzzOy  ou  />=6  —  n—i-\n.fj  on  aura 


R        Jx=S.  (6  —  n.e')x  R        dx*    par    con- 

aire  d'une    courbe  dont  lordonnée  eft  x*""*"^^  R^""^, 
On  peut  auffi  defcendre  de  Taire  B  a   Taire  A  au 


moyen  de  Tequatîon  x  R  —  5(?^=:(fl— f-A»  )fB.  Car 
en  tranfpofant  on  aura  x^  R^  —  (6  -4-  A  »  )fB=z6eAy 

endivifant  par  tf^,  on  trouve  A  = ^ —  . 


II?  R  étant  un  trinôme  =:^.-t-/^"+-g5»*'',  que  les 
ordonnées  des  deux  courbes  foient  «*  ""  ^  R^  ~  \  &  ;iç^-+''~* 
R'^""*  &  leurs  aires  A=^S,x^^^  r'"^^ d»»y  &  B  == 
S".*'"*"*""^  R^^Vifles  deux  aires  -4^,  &B  etaot  don. 
nées,  on  aura  Taire  C,  ou  S*.  ^*-+»»-^^  R^  dx  car 
puifque  (Art.  cciv.)  x    R^  eft  Taire   d'une    courbe    dont 

Tordonnée  eft    (êe-^û-^^n.fx^ ^-^B-^i^fi.gx^")^  "* 

$—1 


R         ,  fi  on  multiplie  Taire  A^   8c  (k  valeur  S.x 
R      ^dx  par  une  confiante  indéterminée/^,  &  auffi  Taire 


>• 

I 


I 
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B  &  fa   valeur  S.  «  ^""^  R^'^^  J xçàtune  autre  con* 

liante  indéterminée  q^  on  aura  Tequation  x    R^  —  p  A 


n     .   ,     .   ^  . ^^N    #  — I 


R         dx — S.px  R         dx — S.qx  x         R         dx 


R"-' 


</*;   &  en  failànt  p=hy  &^=5-«-\»./>   &  divifànt 


de  coté  &  d'autre  par  6  — i-  2  a  «.^ ,  on  aura 

'''''';';-f"/y'^^^  =  >y.*'"*'"""R""'^*,     aire 

d'une  courbe  dont  1  ordonnée  eftx"^*'*^'-R"^  :  nous  de- 
fignerons  cette  aire  par  C,  &  de  même  que  par  le 
moyen  des  deux  aires  données  A  8c  B ,  on  a  trouvé 
Taire  C,  on  pourra  par  le  moyen  des  aires  données  B 
8c  C  trouver  une  quatrième  aire  D  d'une   courbe  dont 

l'ordonnée  fera  x  "**^"'**  r  ""*&  ainfi  de  fuite  a  Tin- 
fini  . 

Ceft  la  même  manière  pour  aller  des  aires  B8cA 

en  defcendant,  ou  pour  trouver  Taire  d'une  autre  cour« 
be,  dont  l'ordonnée  (bit  x^'^'^  R^'^^y  car  en  opérant 
comme  pour  le  binôme,  on   trouvera  x*"^  R  = 


5.(tf— ».^;i"^*-t-fl— »-4-A»./-Hfl-^;».^2A».^^''jX 


r 


••*'e  -  .    .Si 
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!"'  R^'^^fix;  &  *•— R^— />^— ^5 


5". 


X 


5 — I   ï>\^-I 


-R        </»;   donc   en   faifant />  =  (f — n-^Xn^fy 


&  ^=:(^— »— 4-2  ^»)g^  Se  divifant  par    (i? — ^)^y  on 
trouvera   >^"^"J^''-(^-^H-x>,)//r-(^-.^ix«),B 

S.x^'^^'^^  R^~^ d9Cy   aire  d'une  Courbe  dont   lordon- 
née  eft  «•~^-'  r''"'. 

On  peut  aufll  fe  fervir  de  Tequation  j»^  -R  —  ^  cA 

^=(fl— t-i  A»)gC,  pour  defcendre  des  aires  C,  &  B  a 
Taire  A  car   en  tranfpofànt   &   en  divifant  par  Bcy  on 

trouve  '^R'T^'~*^''^fB-U-^^.nl,c  ^^^ 

III  f  On  voit  facilement  qu'au  moyen  de  la  même 
Méthode,  fi  on  connoit  trois  aires,  on  trouvera  les  au- 
tres, lorfque  R  fera  un  quadrinome  ;  Si  on  connoit 
quatre  aires,  on  trouvera  les  autres  lorfque  R  eft  un 
quinome,  &  ainfi  de  fuite.  C.J^F.D. 

Cas  il  Lorfque  Fexpo&nt  A  de  R  eft  continuel- 
lement augmente  ou  diminué  par  l'addition,  ou  par  la 
ibuftraflion  de  Tunité  (ans  aucun  changement  dans  le^ 

pofànt  de  ir* 

\ 


\ 
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i."*   R  étant  ua  binôme  zz^e-^fx';  foit  x^^^  R!" 
Tordonnée  d'une   courbe ,  &  l'aire  qui  lui   répond  ,   5". 

x^^R^dx:=:=:A.  L aire  A  étant  donnée ,  on  trouve- 
ra Taire  S.  x  ^^  R  '^^  dx  d'une  autre  courbe  dont 
Tordonnée  eiï  x  R  ;  car  /^  étant  une  confiante 
indéterminée,  on  aura  px  '^^  R^=zpR.x^^^  R^^^=: 
{pe^pfx'')x'-'R^-\    &    pA^S.{pe^pfx''). 


M      ^  R        dxy   8ç,  a  étant   une  autre  confiante  inde* 
terminée,  on   aura  (Art.   cciv.  )  <?**  R^  =  5'.  (5^^-+ 


«— .  I     T»^  —  I 


6'^\n.afx'^)x         R         ^x  ;    par  confequent    (Art. 


•  •' 


iC"       d^;   donc   en  fuppofant  />-h-6-*-A».^=^,   ou 
^=— •(^-+-X»)4,  on  aura  aie  R  — (*-+A»)iï^r= 


J^  "*   Jx,   &  en   divifant   de   part    &   d'autre   par  la 
confiante    —  A»^^  *    on    aura  =  S". 

^«— I  j;^\  — I  j^_.jj^  aire  d'une  courbe  dont  l'ordonnée 

cfl  x*~'R^""\     Si,  au  lieu  de  fuppofer  />  =  — ^(f-v 
A»)/j,  on  fait  6ea^pe:=zoy  ou  p=z  —  Ô4,   on  aura 
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x$R^ — «iï— r  jQH-»  — I  i>^— I 


— __ y.»*"*"''     ^R      '//x=:C,  aire  d'une  cour- 

bc  dontTordonnfo  eft  x^^''^^ R^^^;  &  comme  par 
le  moyen  de  Taire  donnée  jf  ^  on  vient  de  trouver 
deux  autres  aires  B,  &  C^  on  pourra  trouver  par  le 
moyen  de  Faire  B  deux  autres  aires  D  &  £,  qui  ré- 
pondront aux  ordonnées  n^'^^R^'^^y  x^^'''^^ R^^^^ 
&  ainfî  de  fuite  a  Finfint. 

On  peut  aufli  remonter  de  Taire  B  a  Taire  A  par 

Tequation  x^ R!" — (tf-4-A;j)^=— A»^B,   ceft  a  di- 


re y  que   connoifTant   Taire   B  ^  ou  5.  x^     ^  R      ^  dxy 
d'une  courbe  dont  Tordonnée  tH  x        iî  **"    ,  on  peut 


trouver  Taire  Ay  ou  S.  x'^^  R^  dx  d'une  autre  courbe 
dont  Tordonnée  eft  x'^^  R^\  car^  puifquon  a  Tequa- 
tion X  R^  —  (6^^\n)Az=z^^\neBj  en  tranfpofânt, 
&  en  divifant  par  6-4*\»,  on  trouve  ^rrr*  ^^^^^^ • 


II f  R  étant    un  trinôme   =tâ^^fx^-^gx  ",   & 
les   deux   aires   A  y    8q   B^   on  S»  x         R  dxy   8c  S. 


X  ^R  dx  étant  données,  il  faut  trouver  deux  au- 

tres  aires  C,   &  D  ,    ou  S.  x^'  r""^' d^ù  y    &    S. 


/ 


j3^  Elemens  ou  Calcul  inte'gral 

w*~*"*""*R'^'"*</x,  &  par  le  moyen  «le  ces  deux  aires 
C,  &   D^  ea  trouver  deux  autres  £,  &  F,  ou   5*. 

«•-'R^-*^*,  &  S-.w'-^—'li^ -*</*,  &  ainfi  de 
fuite. 

On  a  par  fuppofition  pA=:zS.p)t*'^' R^Jm=:S, 


•  «^ 


de  plus  (Art.  CCI V.)  ax  R  ==:S,(6ae'-hO-i-^n,afx 


kg)t^*)ts  "~ 'jR*^ ■"*</«.  En  prenant  les  fommes  de  ces 
aires,  «n  aura  Tequation  <ï«*R  -¥-bM*'*"'R  ^-^pA-¥ 


-♦•P^ 
-^«/ 


Maintenant  pour  déterminer  les  valeurs  des  confian- 
tes p^^y^y^^yàc  manière  que  les  termes  de  cette 

çquatioû  des  aires  ou  fe  trouvent  «**,  8c  x^"   s'eva- 

Houïfleot 


r 
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noQÏflent,   &   que  l'equatioa  ne  contienne  plus  que  les 

aires  A^  B^  S.  x^'^^~^  R^~^  dx  ^  &  des  quantités 
confiantes,  on  égalera  feparément  a  zéro  le  premier, 
le  troifieme,  &  le  quatrième  termes;  on  aura  par  le 
premier  terme  6ae'^pe=io^  ou  />=  —  s^;  par  le 
4^«    terme  q  =  — ô^  —  nb  —  2>^nhy  &  par  le  3««    en 

chaflant  py    &  ^>    on  aura  ^:=-y*^-*     En    fubftituant 

ces  valeurs  de  />,  qy  8c  b  dans  le  fécond  terme  de  Te- 
quation   des   aires,   le   coefficient   de   ce    terme   fera 

-^        yi^   ''^^^  ^     gc     Tequation     deviendra     a  x^  R^ 

R^'-'dxy    ou   ax'  R^'^^^x''^'' R''  —  6aA'^(9^ 

ou,   en  effaçant  ^,  x^  R^^^x^"^"  R^'—GA—ÇÔ^ 

donc  en  divifànt   de  coté   &  d'autre  par  ^^tz^llÂl^  & 

nommant    D    le   premier   quotient  ,    on    aura    DraS*. 

X  "^^""'R^~^^x,  aire  d'une  courbe ,   dont  Tordonnée 

eft  «î*"*'''~^R^""^  ;   on  trouvera  de  la  même   manière 

V  v 
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l'aire  C ,  ou  S.  m*~~^  R  ""^  dn  d'une  autre   courbe  y 

dont  lordonnée  fera  ^  "^ *  R  ~  ,  en  égalant  feparf- 
ment  a  zéro  chacun  des  quatre  ternies  de  Tequation  des 
aires  excepté  le  premier,  &  on  opérera  de  même  pour 
trouver,  par  le  moyen  des  aires  données  C,  8c  D y  les 
aires  £  &  F  de  deux  autres  courbes,  dont  les  ordon- 
nées font  x^~'R^-*,  8c  ^•'^^"'1^''"%  &  aînfi  de 
fuite  on  pourra,  aufli  remonter  des  aires  E  8c  F  aux 
aires  C,  &  D,  &  de  la  aux  aires  A^  8c  B^  8c  alnfi 
de  fuite  en  (è  fèrvant  de  Tequation  de  la  fbmme  des 
aires,  comme  nous  Tavons  fait  pour  le  binôme. 

Donc,  fi  on  augmente  ou  diminue  continuellement 
Texpoiant  de  R  par  laddition,  ou  par  la  fouftra6lion 
de  Tunité,  &  quon  connoiffe  deux  des  aires  les  plus 
fimples  trouvées  de  cette  manière,  on  pourra  ttouver 
toutes  les  autres  a  Tinfini,  lorfque  R  efl  un  trinôme, 
comme  on  les  trouve  pour  une  feule  aire  donnée,  lorf- 
que R  eft  un  Binôme. 

III  ?  On  voit  facilement  qu'au  moyen  de  la  même 
méthode,  fi  on  connoit  trois  aires,  on  trouvera  les  au- 
tres, lorfque  R  eft  un  quadrinome;  fi  on  connoit  qua- 
tre aires,  on  trouvera  les  autres,  lorfque  -R  cft  un 
quinome,  &  ainfi  de  fuite. 

Cas  III.  Lorfque  TexpoGint  fl  de  ^  eft  continuel- 
lement augmenté  ou  diminué  par  Taddition,   ou   par  la 


/' 
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fouflraflion  de  17,  &  que  Texpolkat  A  de  R  efl:  auiTi 
coatinuellement  augmenté  ou  diminué  par  l'addition , 
ou  par  la  fouftraftion  de  Tunité:  Il  eft  évident  qu'on 
pourra  trouver  les  aires  par  les  deux  cas  précédents 
joints  enfemble.  C.Q.F.D. 

CCXIII. 

Corollaire  L  Nous  avons  trouvé  dans  le  pre- 

mier  cas  du  Théorème  Tequatîon  x  -R  —  6  ^  ^— -  (  fl  — h 
\n)fB^=(^'-k-i\n)gCy  lorfque  -R  eft  un  trinôme  =^ 

'^f^o'-^gx^^ y  &  que  AyByC  defignent  les  aires 
S.x'-'  R  ~Vx,  S.^''^''-'  R'~Vx,  S.x'-^''-'  X 
R  dx.  Cette  équation  en  tranfpoiànt  &  divifant  par 
n  devient  -  eA^-^i^  -^XSfB  -+-f — H2  A  j  gC  =: 

-  *  R  ;  en  remettant  les  valeurs  de  A,  B^Cy  elle  ôq- 

dx'j  en  écrivant  par  tout  f:H:<r»  au  lieu  de  ^,  on  aura 
i  «'If»  lt"=(^  z±<^  ^e.  S,  x'^*'-'  R^-'âx-^ 
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=t<r^i*  ^^»-:r»H.»«— I  2^^-»^^.  &  enfin  ^  fuppo. 

ùm  -  =r,r-4-\=J,x— »-X=/,f— 1-\=«,«— »-X=9'', &c.  ,oa 
aura  •;x*^"'il''=(r^<r)tf.5'.«*^'— '  R''"*^x-+. 

CCXIV. 

Corollaire   II.  On  voit  par  la  progrefllon 
des  termes  de   cette  dernière  équation  que,   A  on   fup- 

pofe  R  égal  a  un  Polynôme  quelconque  e-\rfx'-^gx 

J*'"— hÔ'f.  on  aura  l'équation  générale  -  n*^'"  K 

« 


in 


c)k.S.x^~^^^''-'''  R^~'dx^&c.  dans   laqueUe    on 
fuppofera    les    coefficients  gy  hy  k^  &c.   égaux   a  zéro  y 

lorfque  R  fera  un  binôme,  ou  ^— ♦-/«''  ;    on     fuppofera 
les  coefficients  by  k^   &c.  égaux   a  zéro  lorfque  R  fera 

un    trinôme,    ou    ^-+•^"-+■5***;  on  fuppofera  le  coef- 
ficient ^,  &  ceux   q^ui  le  fui  vent,  agaux  a   zéro,   lo#f- 


r 
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que  R  fera  un  quadrinome,  ou  e-^f^-^gx^^^^b^^^ 
&  ainfi  des  autres  polynômes.  On  comprend  par  cette 
équation  générale  la  vérité  du  premier  cas  dans  toute 
fon  étendue;  car  il  eft  évident  que^  J^  étant  un  bino* 
me^  l'équation  ne  contiendra  d'un  coté^  que  deux  inté- 
grales ou  deux  aires,  &  que,  Tune  étant  donnée,  on 
trouvera  l'autre;  K  étant  un  trinôme  l'équation  ne  con- 
tiendra d'un  coté  que  trois  intégrales  ou  trois  aires, 
dont  deux  étant  données  on  trouvera  la  troifieme;  K 
étant  un  quadrinome  l'équation  ne  contiendra  d'un  coté 
que  quatre  intégrales,  trois  defquelles  étant  données ^ 
on  trouvera  la  quatrième,  &  ainii  de  fuite  « 

CCXV^ 

Corollaire  III.    Dans  le  fécond  Cas  du  theo* 
reme  nous  avons  trouvé  l'équation  ;«  -R^ -4--^  **"*"" 

R^  — g^~(^-H-;>-H-2A;>)^  =  ^'^-^^^/'"^^)  S. 
^s^n^i  j^K^i^^^    Lorfque    -R  eft    un    trinôme  ,    ou 
^-^/x^'-^gx",   &   que  A=2S.9$'-'  R'^dM,  &  B=: 
S.  X*  "*■"'"*  R^  ^  X  .     Cette     équation     en     fuppofant 
yy  —  4  g  e  ::—p^    ^     en     tranfpofant     devient     «*  R^ 
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M  R^^^Jm;  ea  diviGint  par  ;»,  &  remettant  les 


valeurs  de  -<f ,  &  de  B,  elle  devient  ^  -*  R^-^j^  X 

S".»*-*"— 'R^^x-hAPS-V-^— 'il'-'</«,  &  en  e- 
crivant  par  tout  X  Z+"  r  au  lieu  de  A ,  on  aura  -  «    X 


R^'^^^^dMy    ea     fuppofànt     -"  =  ^,  r-+-X  =  j5   5 

\:=:fj  comme  cy— deflus  ;  cette  équation  eft  générale 
pour  le  trinôme,  &  elle  fert  auITi  pour  un  binôme,  en 
iaiiànt  g=^o. 


CCXVI. 


Corollaire  IV.  Si  dans  le  fécond  Cas  du  théo- 
rème on  fait  évanouir  tous  les  termes  excepté  le  pre- 
mier dans  la  quantité 


I.  Partie.  Chap.  VL 


on  trouvera />  = -jr-^  j  f=~^  ff^^,^  ^^  & 
^  =  #~n^  ;  &  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  Tequa^ 
tion  de  la  fomme  des  aires  a  sfi  r!"  ^^ba^^"  R^^^pA 

R^^;>H.^*-^>i::;^^^^S.^'^''-'  r'^^x,  après  avoir 

mis  y.  »^""'  R*^  </xau  lieu  de  A,  &  S".  »^-^»-*  lîV» 
au  lieu  de  B.  en  multipliant  toute  cette  équation  par 
ff — îtfg,   &   en  la  divilànt  par  «4,  elle  devient  par 

reduaion  ^=^  «*  r"  ^^J'-*-" e!"  =z  (^Kge  i -^ 


S.  M 


*— 1    «X    f  /tf       .    _       .         \  \    /•       c       tf-l.»— . 


RVx-t-f  j-+-i-+-a\)/g. S".  *"*"""  V*»;enfia 


fi  on  fubftitue  par  tout  dans  cette  équation  Ac±  r  a  la 
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place  de  A,  on  aura  pour  le   triaoïne  R  l'autre   equa* 

tioa  générale  (  ^  \m  R  -<-~*  R  — 
{i\'±r)Ugce-^ffe))S,x'-'R''''dx-^{^{{ff-^ 
arg)-*.(X=fcr)  {ff-'j^ge))s,H*"R^=^'dx 

--H- 1— H2  A;^2T  j/^.5^.^  R       //x^quon  ap- 

pliquera au  binôme ,  en  faifant  g=^o. 

CCXVII. 

Corollaire  V,  On  peut  déduire  aifément  des 
principes  précédents  une  méthode  analogue  a  celle  de 
Newton .  Soit  donnée  l'intégrale  A  de  la  différentielle 


/*«'    •  9^^^^  dxy  8c  qu'il  faille   trouver  Tintégrale 


B  de  la  différentielle  (  e-^fx^'y.  x^''"*"'""'i/x,  dans  la 
quelle  TexpoPant  de  9c  hors  de  la  parenthefe  foit  augmen- 
té de  n  expofant  de  x  dans  la  parenthefe:  .il  faut  mul- 

tiplier  c  -♦-/«  *  par  x'  ^^  &  en  môme  tems  divifer  x  ^  ^  ^^'^ 
par    la   même   quantité;   on  aura     {cx'-^fx      ')'^  . 

^x«H-«-^m-i^^^^5^  Soit  fuppofé  «-Ho-  expofant 
de  la  plus  haute  puiffance  de  Xy  dans  la  parenthefe,  égal 
a  Texpolànt  de  la  plus  haute  puiffance  de  x  hors  de  la 
parenthefe,  augmenté  de  l'unité,  c'efl  a  dire   n 
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^.»-4-«—  <rm,  d'où  l'on  tire  <r  =     ——  maintenant  (i 


»»-+ 1 


Ton  confideroît  comme  confiant  le  premier  terme  rea^ 
fermé   dans   la   parenthefe ,   la   différentielle    précédente 

f^'*)    •*        '^  Jxy  z  caufe  de  tr  w  — h  tr  =  A  ^t  ^  am'oît 

pour  intégrale  ^  _--r— -  (  Art.  xl.  )  ;  mais  en 
fuppofànt  les  deux  termes  variables,  tels  qu'ils  Ibnt 
aauellement,  on  auroit  la  différentielle  (r  «'-*-/«" "■^')''  . 


^  </*-+- rr=r-.(^^  •+/^        )  *        »^»    Donc 


\ 


n»*-T  91  -►  I 


r=  £  ^  & ,  en  fubllituant  pour  <r   fà  valeur  y   on  aura 

r=B:  mais  l'intégrale  ^de  (r-i-/»T.  n^"""'*/*  cft 
donnée  par  fuppofition;  donc  i-— — — — — I—  — 


B. 


Si  la  quantité   renfermée  dans  la  parenthefe  etoît 
un  polynôme  tel  que  ^ -»•/** -t-^**" -h- ^«    -+■  &c. , 

alors  la   diflféremieUe    de   (ir-t./*"-+^x"'-+A*''' 

Xx 
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-^Ô'f.)  (ff -♦./»• -+.^;f»''-+ô'f.)'";  il  eft  évident  par  la 
loi  de  cette  progreflion  que,  fi  les  intégrales  de  x*"*""'*/* 

5x**-l-Ô-c.)'",«''""**''~'(^-»-/*''-+-i?  «*'-+■  Ô-r.f, 
&c  font  reprefentées  par  A,  By  C,  D,  6*f.  l'intégrale 

de  toute  la  fuite  précédente,  qui  eft  ( e— •-/"x'-^-^x*" 

iJx^*-+Ô*r.)'**       X  *  fera  reprefèntée  par  \ne  A-^ 


nAD'+  &c.  &  par  confequent ,  fi  on  a  un  nombre  quel- 
conque d'intégrales  données  A  y  J3,C,  on  trouvera  la  fui- 
van  te  D,  &c.  foit  par  exemple,  g=^Oy  èz=zo^  &  foit 

donnée  la  valeur  ds  Ay  on  auroît  (tf-4./'x*)'"~*"*x  *= 


\neA-t.^-+ivt-+i'  nfB ,  &  B 


(e-,f^y 


j^^m^  i»f 


-r  comme  cy-deflust 
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Il  cft  aifé  de  voir,  que  fi  l'intégrale  de  la  diffé- 
rentielle (e--hfx')*".x^^'^^dx  etoit  donnée,  on  pour- 
roit    de    la   même    manière     connoitre    l'intégrale    de 

(^-+-/^'')^.*  ""^^"^^ dx^  r  étant  un   nombre  entier 
'    pcfitif  quelconque  :  il  ne  faudroit  pour  cela  que  fuppofèr 

^^.  (^-+-/»'')'"-^^  =  M,A-»-i=A';V-i-i,  ou  A-+-2  — 
A";  V-4-1,   ou  A -+-3  =  A*,   &  faire  les  intégrales  de 

/«-)"'. /"-^//x,  (^-+./*'')'".«^"''-'ix,  &c,  refpî- 
élivement  égales  a  jf,  5,  C,  D,  Ô'c.  on  auroit  alors 
comme  cy-defTus 


M»^» 

»J  H-^  H-  I 

:«/ 

M»^'» 

m  — 4*  A'— 4«  1 

:«/ 

M  x^"'' 

wH-^"-^  1 

.«/ 

X.^if 

»»-^\-+  1 

./ 

xV  B 

»»  -i-  A.'  -H  I 

./ 

X%C 

B 


m  H-\*-h  I  •/ 


D 


en  fubftituant  la  valeur  de  J5  dans  la  féconde  équation, 
on  auroit  la  valeur  dQ  C  ^  &  en  fubftituant  la  valeur 
de  C  dans  la  troifieme  équation,  on  auroit  la  valeur 
de  D,  &  ainfî  de  fuite;  on  formeroit  une  progreffion 
dmtégrales,  comme  nous  avons  déjà  expliqué. 
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CGXVIII. 

THEOREME  VI.  Suppofé    quc  R=:(?-+-/*''-+-^lf** 

-^-ift*'•-^-eîrr.,  &  que  S=:^-H/x'-H-wx*''-4.Ô'r.,  que 
l'ordonnée  perpendiculaire   d'une   courbe^  dont  rabfcifle 

eft  X,  foit  ;«'-"' il^-'S"^\   &    que    les    quantités 
données    &^  »,  A,  f*,  e^  f^  g^  h^  kj  ly  m^  &c.   demeu- 
rant toujours  les  mêmes  dans  cette  ordonnée,  on  fubfti- 
tue  fucceflivement   des  nombres   entiers   quelconques  au 
lieu  de  o-y  r^  &  yj  cela  étant   fuppofé,   fi    l'on  connoit 
les  aires   de   deux  courbes  qui  naifTent  de   ces   fuUlitu* 
tions,   oa   pourra  trouver  les  aires  de  toutes   les  autres 
courbes,   lorfque   R  8c  S   font   des    binômes;   &   fi  on 
connoit   les   aires  de   trois   des  courbes  qui   naifTent  de 
ces  fiibftîtutions ,   on  pourra  trouver  les  aires   de  tontes 
les  autres   courbes,   lorfque  R  8c  S  pris  enfemble   ont 
cinq  termes,  c'eft  a  dire,  lorfque,  R  étant  un  binôme, 
S  eft  un  trinôme,    ou  au   contraire;  &  fi  on  connoit 
les  aires  de  quatre  des  courbes  qui  naifTent    de  ces  fub- 
flitutions.  On  pourra  toujours  trouver  les   aires  de  tou- 
tes  les   autres   courbes,   lorfque  R  8c  S  pris  enfemble 
contiennent   fîx   termes,   c'efl  a   dire,   lorfque   l'un  des 
deux  eft  un  binôme  &  l'autre  un  quadrinome,  &  lorf- 
que ce  font  deux  trinômes,   &  ainfi  de  fuite  a-  Finfini. 
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On  démontre  cette  propofition  par  le  Théorème 
II.  comme  on  a  démontré  la  précédente  par  le  Théo- 
rème L  il  fufïira  d'en  donner  quelques  exemples. 

Exemple  I.  Suppofé  que  jR.  &  5"  foient   deux  bi- 
nômes ff-+-y**,  Si.  k-^ln'y  que   les  deux   aires  don- 
nées foient  A^=.S,x'~^  iC^^Sf^^dM  ^   &  B  =2 
S.x'^'"~^  lC''~'^^""^^dx  &   q u on    veuille   trouver  la 

troificme  aire  C  =  5'.a;'"*'*'""* /^''""'s'' ""'</*,  dans  la- 
quelle l'expofant  de  m  dans  l'aire  B  foit  augmenté  de  n* 
p  Se  q  étant  des  confiantes  indéterminées,  on  aura  pA 

dx=S.qx'x^''^  R'~"S^~"d»y  &  par  le  Tlieoreme  IL 


»   R  S  : 


■^'*  ■+«  1  ,,.-*-*  3 


i  \^t— I  pX— Iç54-^X 


:.}" 


»• 


en  faifant  dans  la    formule   générale    du  Tlieoreme  IL 
^=:o  =  w,    par   ce    que   1?.,  &  5*  font    des   binômes;^ 


X  ^« 


donc  la  fomme  des  aires  9^  R  S  ^^pA^^qB 
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q.  X 


en  faifant  évanouir  le  premier  &  le  fécond  terme  cha- 
cun feparement,  on  aura  />= — ^ek^^  &  ^= — (^-♦^ 
\n)fk  —  (6-+f^/0^^>  ^  ^^  écrivant  ces  valeurs  au 
lieu  à^  py  8c  q  dans  Tequation  des  fommes   des    aires, 

elle  deviendra  x'  R^ s"  -  Ô  ^^ ^-  (  ô  -*-  X  n)fkB^  (  6  -+ 


en  divi(ànt  de  coté  &  d autre  par  {^-¥\n'^fJLn)fl^ 
on  aura  la  valeur  de  Taire  C. 

Exemple  IL  Suppofé  que  R  &  S  foient  encore 
deux  binômes,  que  les  deux  aires   données  foient  A=z 

sJ'^'lCs''dx,&i  B  =  x''^''~'R^S''dx,    &    quon 

veuille  trouver  les  deux  autres  aires  C=zS.x  ~^  R  ""^ 

S^dxy  &  D=zS.x  "*""~^  il  ^^S"* dx^  en  retranchant 
Tunité  de  l'expûfant  de  R  dans  les  deux  aires  données 
A  8c  B  ;   p  8c  q   étant   des   confiantes  indéterminées, 

on  aura  pA^zS.px''^^ R^" S^dx=zS.pRx^^' R''~'' 
S^dx=:S.(pe-+pfx'')x'-'R'"^'s''dx;qB=S.qx''X 


I 
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</«,  &    (Art.  ccv.)  en  écrivant  jix— i-i    au  lieu  de  /* 
dans  la  formule  générale    du  Théorème  IL  on    trouve 


«.« 


flx 

9       ^ 

H-» 

^»   >  lex" 


n 


»    «K      '•-^' 


donc  la  fomme  des  aires  m  R  S       "^pA-^qB 


'tek 


I 


en  égalant  a  zéro  le  fécond  &  le  troifieme  termes  cha- 
cun feparément,  on  trouvera  les  valeurs  de  p  &  f  > 
qu'on  fublUtuera  dans  Tequation  des  fommes  des  aires; 
€a  fuite  on  divifera  de  coté  &  d'autre  par  le  premier 
terme  ^ek-^Pe^  après  y  avoir  mis  la  valeur  de   /^^  & 


V 
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on  aura  la  valeur  de  Taire  C.  Pour  trouver  la  valeur 
de  Taire  D  oq  égalera  a  zéro  le  premier  &  le  troifie- 
me  termes  chacun  feparément,  &  on  déterminera  par 
la  les  valeurs  de  ^  &  ^,  qu'on  fubiHtuera  dans  Tequa- 
tion  des  fommîs  des  aires  ;  en  fuite  on  divifera  de  coté 
&  d'autre  par  le  coefficient  du  fécond  terme,  après  y 
avoir  mis  les  valeurs  trouvées  de  p  &  de  ^^  &  oa  aura 
la  valeur  de  Taire  D. 

CCXIX. 

Théorème  VIL  Les  aires  des  courbes  font  éga- 
les, lorfque  leurs  ordonnées  font  en  raifon  réciproque 
des  différentielles  des  abfciffes. 

Démonstration  .  Soyent  /  &  n  les  ordonnées 
refpe£lives  de  deux  courbes,  perpendiculaires  a  leurs 
abfcifles  *t,  %.  Si/:  u:=zdz:  dx^  on  znrz  ydx=zudzy 
ceft-a-dire,  les  différentielles  des  aires,  &  par  confequent 
les  aires  mêmes  égales  entr elles,  C^^F.D. 

ccxx. 

Corollaire  I.  On  peut  par  ce  théorème  trou- 
ver une  infinité  de  courbes,  dont  les  aires  feront  éga- 
les. Car  fuppofons  que  fdn  foit  une  différentielle  pro- 
pofée  de  Taire  d'une  courbe ,  dont  Tordonnée  eft  ^ ,  & 
rabfciflè  j»,  &  quon  veuille  trouver  une  autre  courbe 
d'aire  égale,  dont  Tabfciâè  fait  Xj  Se  Tordonnée  u;   on 

m 

formeni 
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formera  a  volonté  une  équation  entre  les  abfciflTes  x,  & 
Zy  laquelle  nous  reprefenterons  généralement  par  X=Z, 
Xy  &i  Z  étant  des  fondions  quelconques  des  abfciflès 
Xy  z  .  On  prendra  enfuite  la  différentielle  de  part, 
&  d'autre,  &  fuppofant  qu'on  trouve  X'Jx  =  Z'd%  y 
X'y  &  Z'  étant  encore  des  fondions  àt  Sy  &  de  «, 
on  aura  dz:(ix=zX:Z';  enfin  on  fera  cette  proportion 

X' :Z '=/:«=  ^jT-;   &   on    aura   l'ordonnée    u  de   la 

nouvelle  courbe.     Or   puifquon   a  quatre   variables    x, 

fyZyUy    8c  trols  equatlous   entre    ces  variables,   fçavoir 

i.*"   l'équation  a   la   première    courbe    entre  f  y   Se   te; 

2.''  l'équation  fuppofée  X=Z;    3.°  l'équation  «  =  ^  ; 

on  pourra  toujours  trouver,  par  les  méthodes  ordinai- 
res de  l'Algèbre,  une  équation  a  la  nouvelle  courbe 
entre  l'ordonnée  1^,  &  fon  abfciife  %,  &  la  différen- 
tielle udx  de  l'aire  de  cette  courbe  fera  égale  a  la 
propofée   fdx. 

Ce  Corollaire  renferme  la  méthode  générale 
de  Newton ,  par  laquelle  on  peut  transformer  une  diffé- 
rentielle propofée  fdx  en  une  infinité  d'autres  égales, 
parmi  Icfquelles  on  pourra  choifîr  celles  qu'on  voudra 
pour  l'intégration.  Il  faut  neantmoins  obferver,  qu'il 
n  efl  pas  toujours  neceflaire  d'employer  tant  de  calculs 
pour  cette  transformation,  &  que  fouvent  il    fufïit  de 

fuppofer  99=z  az   y   a  Se  s  étant  des  confiantes  indeter- 

Xy 


-•»    •  t      •   -.d* 
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minées^   &  dç    fubftituer   eafjite   dans   la    difFérentielle 

propofée  yàn^  la    différentielle  sax'^^  ^ s:  au  lieu  de 

dx^  ic.  a%  au  lieu  de  x  dans  la  valeur  de  /  trouvée 
en  N  9  par  l'équation  donnée  a  la  première  courbe  ,  com- 
me on  verra  dans  les  Corollaires  fuivants.  La  métho- 
de que  nous  venons  d'expliquer  eft  très  clegante^  & 
elle  fournit  dans  des  cas  difficiles  des  transformations  très 
utiles  • 

CCXXL 

Corollaire  IL  La  différentielle  **'"  Vx(^-+/«* 
^4.gx*^-*-!Î7V. )'^  de  Taire  d'  une  courbe  dont  labfciflfe 
eft  Al,  &  l'ordonnée  J^\e^fH'  -<-g^'''  -+•  (^cf^  en 

fuppofant  M^zzzz^ ,  ou  «  =  «''  devient-^  z    *      J  %  (e 

^-t-/"»' — h^^^'-H-Ô*!,'.)^  ;  différentielle  égale  de  Taire 
d'une    courbe ,    dont    Tabfciffe    tfï    Zy    8c    l'ordonnée 

•J  a;   •     (^-H-/«'-H-^«*''-+.Ô*r.)'^;  car  puiique  x=:«*, 

9  ►  — u 

on  aura  »  ~'=a    '  ,  &  en  différentîant  dx=:  -    X 


p 


a;"*     dzy  8c  en  fubftituant  ces  valeurs  &  z^  au  lieu  de 

9^  dans   la   différentielle   propofée,  elle    fe    transforme 
«omme  nous  avoos  dit* 
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CCXXII. 

Corollaire  III.  On  trouve  de  la  même  manie- 
re  que  la  différentielle  «'""*</«  (tf-+.  ^«'*-+c«*''-i-eîrf.)X 


\ 

I 

/ 
r 


(^— h/x"— i-^;ç**-4-Ô'r.)^,  en  fuppofaiit  x=:%*   devient 


«V-, 


n 


-^z    '   dz{a-^bx:-^c^''^<Jc,){e-^fx-^g%'' 


Ô*f.)^ 


CCXXIII. 


^         -  -      -  "      »— I 


Corollaire  IV.    La  différentielle    x        </*X 


(/^-♦■/*'*— I- »»***-+•  Ô'c.)'*    par    la    même    fuppofition 


de    «  =  «"    devient   -a    "     </a(tf-*-^«  -+-ca 


^ 


&  aûifi  de  fuite  a  l'infini. 

CCXXIV. 

Corollaire  V.  La  différentielle  «""^dî^X 
(ff-j.yj,*.^^»a''-4.ÔV.)^  de  l'aire  d'une  courbe  dont 
l'abfciffe  eft  *,  &  l'ordonnée  x'""*  ((t-h-/»'-!-^»»»'' 
Ô'c.  )'^ ,  en  fuppofant  j»  =  -  =  a~"  %  devient  —  »         * 
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d%{e-¥  f-T- " -+  «r «- » " -t- Ô'c. )^  ,    difFérentielfe   d'une 
;i,utre    courbe ,    dont    l'ablcills    eft   s ,    &   l'ordonnée 


z' 


=7(^-4-/*""'-^«-"'-*^V.)\ou-7TTTTr(/-«-«''/: 

lorfquon   a  le  binôme  *-4-/»'   dans  la  parenthefe  fous 
l'expofant  A;  &  ^|^,L,.,  (^-♦•/g''-fg«"')\  lorfiju'. 

on    a   le   trinôme  r -4-/** -4.^ »* »  dans  la   parenthefe 
fous   l'expofant  A,  &  ainfi   de  fuite;  car,  puifqu'on  a 

fuppofc   X  =  «""•,  on  aura   »"  =  «""•,   «**= 

*        ==«  ,  &  </«= — «""*</«,  &  en  fubftituant 

ces  valeurs  dans  la  différentielle  propofée,  elle  devient 


«-", 


% 


—  •— I 


^«(^-+/«"^''-^^«""*''-+.C2rr.)^*    Or  ^ 


/.-=,^^=i^,  &(,^/,-.y=l:^. 


— • — r 


X 


parconfequent  — »""      '//s:(tf-+-/z"~*)'^  =— «""'—'X 
jç«-*,h.,aC^ «-♦•/)  •     On  trouve   de  même  e-^fx"' 
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'% 


^^9^mmim^%n\  j     ^  ^  j^  ^m,Jz 


^«(5-»-A'^.%-/ =  7.=^x 


(g -i-fz" -i- e X* "  f  y  &  ainfî  de  fuite* 


CCXXV. 


Corollaire  VI.  La  différentielle  .jt**~V«(  ^ -4- 
fx'''^gM^''^&c.f(k'^l^-i-mx^''-^&c,/  en  fuppo- 
fànt    *=  —  devient  — z~^~^ dz(e-^f%~''—hgz'~'*'* 


-t-eîrf.)^  (/^-4./z-*-+»i«-"-4.Ô'f.)'*  différentielle  de 
Faire  égale  d'une  autre  courbe,  dont  rabfciffe  eft  %,  & 

l'ordonnée  -7-^-  (^-«■/«~"-t-^«~'T  (^-+ /»■""-+ 


mz 


*'  •ôT.)%  ou 'j,rrT7r^Af-+ ^  ^^ T  (  i 


k^'^f^  lorfque  les  polynômes   renfermes  dans  les   paren- 
thefes  fous  les  expofans  A  &  /x  font  deux  binômes  e-^ 

fn\  &  k-^l^\  &  ^—^^^^-^^{g-^f^.^^ez'^^fX 

(l-^k^^fj  lorfque  le  polynôme  dans  la  parenthefe  fous 

l'expoiànt  A  eft  un  trinôme  e^fx'^^gx^^^    &    lautre 

un   binôme   ^  -+  /  *"  ;  on  démontre  ce  Corollaire  com* 
me  le  précèdent» 

Il  faut  obferver  que  dans  ces  deux  derniers  Corollaî res, 
les  différentielles  des  deux  aires  égales  ayant  des  fignes  con- 

traires  -♦•&—*  caufe  de  la  fuppoiîtion  «f=^^  qui  donne 


y 
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4/x=:— — ^,  les  deux  aires  égales  doivent  être  prifes  en 

fens  contraire  par  rapport  aux  ordonnées ,  de  forte  que , 
fi  Tune  des  deux  aires  eft  prife  le  long  de  rabfcifle  dans 
une  des  deux  courbes,  Fautre  aire  égale  doit  être  prife 
le  long  de  rabfcifle  prolongée  au  delà  de  l'ordonnée  dans 
l'autre  courbe  mais  on  évite  tout  embaras  dans  ces  oc- 
cafions,  en  ajoutant  une  confiante  indéterminée  a  l'inté- 
grale de  la  différentielle  transformée,  &  en  déterminant 
enfuite  cette  conftante  par  la  règle  que  nous  avons  don- 
née (  Art*  XIV.)- 

CCXXVI. 

Corollaire  VIL  Si  le  rapport  entre  l'ordonnée 
^,  &  l'abfcifle  x  d'une  courbe  eft  exprimé  par  une  équa- 
tion affeélée  de  cette  forme  /*  {^"^f/  «'  -+^/*  "*  x^^ --{^ 

en  fuppofant  s  =i=^;  «^  =7*%  &  A=  ^Pj^  ,   la 

différentielle  ///*  de  l'aire  de  cette  courbe  deviendra  égale 
a  la  différentielle  ud%  àt  l'aire  d'une  autre  courbe  dont 
l'abfciffe  fera  % ,  &  l'ordonnée  i^ ,  &  l'équation  non  affe£lée 

lur^  {e^fu""  ^gu^-  ^&c.f  (k-Mlu^'^mu 
&€.)"'' =zz;  car  puifqu'on  a  fuppofé «  =  ^ *' ,  en  dif- 

férentiant  on  aura  dz'=zit"'^diiy  kd%:  </«  =  j»'~"*:i. 


zn 
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Sî  dcmc  on  fuppofe  encore  9^       :  i  =/ lu^  on  aura  -7—1 


z=zu  ordonnée  d*un  autre  courbe  d'aîre   égale  a  la  pro- 
pofée,   dont  rabfcifle   fera  %  (Cor.  L );   or  (1,   au  lieu 


j  —  1 


de/,  on  fubflîtue  (à  valeur  ux        dans    Tequation  a  la 
première  courbe,  cette  équation  deviendra  i**^^*~*  (tf-+ 

TW  — >»— H^     . 2«      2J» 2»^-t-2^ 


»  -+WI»     X  -4*v?r.^,  ce  par  ce  que  X 

=:s  ■"^—  &   par  confequent   j»=:ii— J^,  cette    équa- 
tion, en   fubfli tuant  n—i^  au  lieu  de  x;i,  deviendra 

«4.  (Sfc.  )  >  &  par  la  divifion  elle  (e  change  en 

de  a-— 5a  =  a(l— 5),  &  de   1—^=1 — -wf-=-. 

I 

mais  on  a  fuppofî?  x'=zs%^  d'où  Ton  tire  «=:(j2;)'  , 


(5%)      ^^     =(x«)^,  a  caufe  de  A 


..^ 


&  de  x»=s»— ►J^;  donc  Tequation  fera  u     X 
^^fM-^^u^^-^&e.  _..1     g^  çjj  çi^y^j  de  part  & 
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d autre  ala  puiflance  A ,  on  aura  i*  '^  VT^T^TT^^T^  ) 

=  5«,  &  en  diviiànt  par  5  on  aura   -  «*^  X 

V  ^         ,      _     _  _    *_J ^^-^ .^^^^  fc^i^i^B»      gM 

Nous  aurions  pu  nous  étendre  fort  utilement  fur 
ce  beau  Corollaire  de  Newton,  &  en  démontrer  Tulage 
dans  les  équations  différentielles  a  plufieurs  variables,  & 
dans  lesquelles  ces  variables  font  mêlées  enfemble;  mais 
cette  matière  appartient  a  la  féconde  partie  de  notre 
ouvrage ,  dans  laquelle  nous  la  traiterons  expreifément  • 

CCXXVII. 

Corollaire  VIIL  Si  le  rapport  j^ntrc  lordonnée 
f  &  labfciife  x  d'une  courbe  eft  exprimée  par  l'équa- 
tion affeftée /(  ^ -4-// x' -4- g/*  "^^  ^-+^  eîTr.  )=  *^  X 

r/*  V-H-Ô'r.),  en  fuppofant  5=^-^,  «  =i  x'  ,  jut 

n=     '^^ ,  &  y  =  ^'  2./"  >  ^^  différentielle  f  d  x  de  l'aire 

de  cette  courbe  deviendra  égale    a  la  différentielle  ud% 
de  faire  d'une  autre  courbe    dont  fab/ciflè  fera  %,   Toir 

donnée  u  &  l'équation  u* (c'^fu'''^gu^^^+&c.)  = 
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-♦-  &€.  )  •  La  demonftration  eft  a  peu  près  la  méqie 
que  celle    du  Corollaire   précèdent.    Car   puifque   z  = 

-*'  ,  on  aura  dzzzzx^'^  dxydz:dx=^x^~    :  i  ;    &, 

en   fuppo(ànt   x'~    :  1=/:  1^,  on  aura-~-=:w,or- 

donnée  d'une  autre  courbe  d  aire  égale  a  la  propofée,  dont 
rabfcifle  fera  %,  &,  en  fubftituant  ux^~  au  lieu  de/  dans 
l'équation  a  la  première  courbe,  elle  deviendra  i*"/**~'*(^ 

bien , a  caufe  de  f  »  =  » — <^,  «"«         (e-*-fu  -+£»*'' 


(yc,)  =  /{k'+lu^gu^''  -4.0'f.) -*•*'' C/»^^»* 


JSi— »« 


»• 


r»*''-+Ô'c.),  &,  en   divifant  par  m         ,  on  aura 

1 

or,par  ce  que  5%  =:^^,  on  aura  {$%)'  =zx  ^  x 


« 

n  —  i  .a— 4.g  —  j»         /6»— *•«»  __ 

parce  que  5  =  -^,  on  trouve »— *  — 

Zz 
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f*  8c^~^'7"'*=^"l!l'/  =  ''  I>onc,  en  fubftituant  ces 
valeurs  dans  U  4erniere  équation  a  la  (éconde  courbe , 
eUe  fera  u' {e^fu''  ^gu"^&c,)=zs''x''\k^lyr 

m 

CCXXVIIL 

Corollaire   IX-    La   différentielle  /</»    d'une 
courbe  dont  rabfdffe  eft  k,  &  l'ordonnée  /  =  tt  «"'""'  X 


^«••-►6'fO'-*  (^*(«»'-*/*  "■*-^5»'"*'*''-^^^0')  » 


en    fuppo&nt    «=s  (tf/-4.//-*"-+^/'**"-4-Ô'f.)* 
«rt=3:^,  &  3-=^^;   devient   égale  a  la  différentielle 

X  à%{a-^b%y   de   l'aire   d'une  autre   courbe,    dont 


l'abfciffe  eft  «,  &  l'ordonnée  «*(i»-f  *a')*.    Car,  puif- 
qu on  a  fuppofé  «  =  ( r / -+■// "*""-*-g«'"^**-+  d*f .)*  , 

I 

on   aura  *»=tfx'"-+//"*'*-|.jr/-^*''-4.ô'f. ,  &   en 


I  — » 


différentiant  de  part  &  d'autre  1»   *    </«=«' "~"^«X 


(rr-«.r-H-»./x''-^r-i-2».^*«»-f.(2rf.),  d'où  Ton  ti- 
re cette  proportion  </«:^«  =  w»'"~'  ( r « -i- r -4- » ./«* 
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1  — -r 


r-^2n.gx^'''HrÙ'c.):7i  *  •  Donc,  fi  Ton  appel- 
le u  l'ordonnée  d'une  nouvelle  courbe,  dont  rabfciffe 
foit  %,    &  l'aire  égale   a  celle   de  la  première    courbe. 


on   aura    cette    proportion    tt x      ^(r^— Hr— 4-;^ .fx* 


I  — ▼ 


divifaut    les     antécédents     par    nri^Tc^^T-^n.fx 


I  — -r 


r— h2«.^  <»**-4-(îrc,),onaura  /     ^  \%   '    =:«^'     'X 
^/"^"-^eîrr.yr^    «>   &   «i^   fubftituant    dans  le  fc- 

X 

cond    antécédent   de   cette   proportion  s^  ,  au  lieu   de 


1  —  ▼ 


e% 


•'-4-//-*-''-+g/-^**-4.Ô'c.,  onaura/-^:.   ' 


(,^/^''-H.^^-^ô',.)'"H^-+^*'r:  «. 


par  confequent  l'ordonnée  1*  =  z   *     •  «         (  r  — ♦•/« 


T  1  — -» 


r-4-» 
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X I 


puis  donc  que  %   :=:zcx  -+/x'^     '^  — h^  *'     *  '^  — 4-  Ô'r. ,  & 


que   par   confequent  %   *    =Çcm^  ^-^-f/     "  — *-5 

Ô^r.)'^"'  ,   on   aura   lordonnée  i*=i»   *    •«    *   X 


T  X T 


fuppofant  <r  =  -,  8c  3-=  '^  ■  « 

On  voît  bi'jn  que  la  première  ordonnée  /  dans  ce 

Corollaire  devient  plus  fimple  en  fuppodmt   Az=i^   ou 

T  =  I ,  &  en  fai(ant  qu*on    puiffe  tirer  la   racine   de  la 

pulffance  dont  Texpolant  efl  c, ,  ou   encore  en  fuppofant 

c» = —  I,    &    \z=zi:=T  =zo  =iir  ^    fàns   parler    des 

autres  cas. 

CCXXIX^ 


Corollaire  X.  Si  on  fuppole  r  x''-+/ip'"*'* 


&  nlx"^^  ^2nmx^''-'-h&c.=:s^  &  que  labfciffe 
d'une  courbe  foit  * ,  (on  ordonnée  /  =  (Tr5'r-4-Ç;J?.5)X 
^x-i^-i  ^^^«^^^y^    la    différentielle   /^^   de 


!•    Partie. Chap.  VL  ^^^ 

l'aire  de  cette  courbe  fera  égale  a  la  différentielle  d'une 
autre  courbe,  dont  l'abfcifle  fera  z,  &  l'ordonnée  z*(^-4. 
*  a')")  en  fuppofaut  ^ -*•""=:  ^  =  — .  il  .  l—g.     >>— '  _ 

^yScR7s*=z, 

Car   puifque,  par    la   fuppofîtion,  ?*'-*.//-+•-+. 
^x'       "-^-Ô'r.^rj^^  on  aura  en  différentiant  vex'~^X 

&c.=dR=zrdx,  en  fubftituant  r  au  lieu   de  »<?«'-« 

même,  puifque,  par  la  fuppofîtion,  k-i-lx"- 
Û'c,-j=S^    on    aura    en    différentiant,    rjlx''—^dx-^ 
2»Tnx''-'cix-^&c,==dS  =  sdx,   en  fubUituant  S  au 
lieu  de   «/*''-^-+.2«m*'''-'-4-Ô'c.;    &   par  ce    que 
(Supp.)R'5'  =«,  on  aura  en  différentiant  -irR""-^  X 


S*ciR-^(pS^     '  R"dSz=Jz,  8c  en  fuhanvant  rdx  au 
lieu  de  JR^  &  ^^*  au  Heu  de  Ji",  on  aura  (^5r-+. 


.T— .1  -^1>— I 


9i<j;/l  5"  dx=zdz;  d'où  l'on  tire  cette  propor- 
tion ^2:^*=(^5'r-«.9R,)ii'-V-':  i.  Donc,  fi 
on  defigne  par  F  l'ordonnée  d'une  nouvelle  courbe, 
dont  l'abfciffe  foit  z ,  &  l'aire  égale  a  celle  de  la  pre- 
mière   courbe,    on    aura   (Cor.   I.  ;    cette  proportion 

(^Sr-i-9Rs)R'''-'S^~'tiz=(yrSr^q>Rs)R'"*X 


/ 
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5^—  (a^^bR')":  r=R'~V-  (aS^^bR^f^^ 

R'""'(^aS''~*'^^~^-*-l'lCs  "  )  ,  en  divifant  hors  de 
la  parenthefe  par  s""',  &  multipliant  dans  la  paren- 
thefe  par  la  même  quantité  s""*,  ce  qui  ne  change 
point  la  valeur  de  Fordonnee  Fy  ou  R  o  {a:^ 
bRy.  Or  puifquon  a  fuppofé  R''S*=2:,  &  ^  = 


X— T 


on  aura  «'=  a  ^  ** 


* —  '   =r'— s  ,  &*'  =  z* 


R*5  *  ;   par  confequent  %^(a^^b%y=:R  X 

»X 9it  9'^  fX «T 

-       (a-^l;R's'y=.R''-"(iaS     - 


0T  0X î»» 


*R^S'  '*      )  ,  en  divifant  hors  delà  parenthefe, 

&  multipliant  dans  la  parenthefe  par  la  même  quantité. 
Il  ne  refte  donc  plus   qu'a  démontrer    que    la    quantité 


M  —  » 

/«  —  Il 


r"     ^(aS'"*"^-^bR^S  •  )   eft   égale  a  h  quaa- 

0X  — ^y  f^  ^X 0y 

titéR'"'G5'     '•      -h^R'5'"'''         '•     )"    or    ces 


quantités  font  égales  en  Tuppcfant  h 


; 
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^  ";; — ;-  -* :;rz —  •  *-*  première  équation  don- 
ne ^^^  =  J  ,  comme  on  la  fuppofé  dans  Tenonçé  du 
Corollaire  &  les  deux  équations  comparées  donnent  — 
=— -  ,  comme  on  la  encore  fuppofé.  Donc,  en  fai- 
fâot     ces  fuppofitions ,  on  aura  l'ordonnée  jP^=%^(4— h 


r  \« 


Il  eft  évident  que  la  première  ordonnée  /  dans  ce 
Corollaire  devient  plus  fimple  en  fuppofant  r=:i  ^uzzni^ 
ou  A=:i,  ^  =  1,  &  en  faifant  quon  puiflTe  extrai- 
re la  racine  de  la  puifTance  dont  Texpcfant  eft  coy  ou  en 
faifant  c^= — i,  ou  /x=:<3i>,  (ans  parler  de  plufîeurs 
autres  Cas. 

Si,   au  lieu  de   fuppofer   Tordonnée  f=:Ç7rSr 

<pRs)R!''^'S^"'^\aS''^l;R'y  y   on   la    fuppofoit 


'#^**— 1/    o—^  .    f  •»>»\» 


{irSr^<l>Rs)R^  s       {0S   "-^bR")'    en  faifant 
'— ^---=:î,:=.,^=^,  &R's*=.,ladif. 


«i*i 


A  T  T   '    X 


férentielle  de  l'aire  de  cette  courbe  fera  égale,   comme 

cy— defTjs   a   la   différent icHe  %  ^%(/7-*-i%")*   de  Taire" 
d'une  autre   courbe,   dont  Tabfciife  étant  «,   l'ordonnée 

fera,   comme  auparavant,  %  {a^-^b^Y  \    il   ne   faut 
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po.ir  cela  que  repeter  le  calcul,   en  faifant   les  nouvel- 
les fubititutions  • 

ccxxx. 

IPro BLEME  II.  Trouver  les  courbes  les  plus  (im- 
pies avec  lesquelles  on  puiffe  comparer  géométrique- 
ment une  courbe  quelconque,  dont  Tordonnée  /  eft  dé- 
terminée par  rabfcifle  x  au  moyen  d'une  équation  non 
affeélée;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  /  étant  une 
fonftion  algébrique  de  ^,  trouver  l'intégrale  de  la  dif- 
férentielle }^d  M  par  les  quadratures  des  courbes  les  plus 
fimples,  dont  elle  peut  dépendre. 

Cas  I.  Soit  lordonnée  /  =  /^ x  "" ' ,  ou  la  différen- 
tielle ^àx^zzan  ""  dx^  &  l'aire  de  la  courbe  ou  Tinté- 
grale  S.  y  dx  fera  5-  x  .  Newton  déduit  cette  intégrale 
du  Theoremî  III.  en  comparant  l'ordonnée  propofée 
ax  ""'avec  l'ordonnée  générale  de  ce  Théorème  x^^ 


\ 


^(ij-+^«*-t-cx*''-+-Ô'r.),  dans  laquelle  K=ze 


n  ^^gx  -4-cyr.  On  trouve  par  cette  comparaifon  h 
=<>  =  ^=/=^,  &^=i=jR*  En  fubftituant  ces  va- 
leurs dans   la  formule   générale  de  l'aire  ji^  R^  (  —  -4- 


/ 
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— 9$'-^&c.)y  elle  devient  — l— =:j  x   a    caufc 

de -=:r*   &  de  ^  =  i.  ^ 

Cas  il     Soit   iordonnée  f=:ax^^^(e -¥fx  -t- 

^x^'-f-ÔV.)^"^' ;  fî  on  peut  trouver  Tintégrale  S./^jir 
algébriquement,  ou  par  les  aires  des  figures  reélilignes, 
on  la  trouvera  par  le  Theor.  IIL,  en  comparant  com- 
me dans  le  premier  Cas  l'ordonnée  propofée  ^x  ""'  X 
(er— h/;g"— h^«*''-f.Ô*r.)'^~*    avec  l'ordonnée  générale 

de   ce   Théorème,   ce   qui  donnera   ^=:o=:r,   &   par 

I 

confequent  Taire  S,  yàn^n  IC^  î^^—sliâ-H 


I  .9 


-(x-KO/g-/^^^„^^.     ^^^  g  ^^^  intégrale  n'eft 

point  algébrique,   on   changera   la  première   courbe    en 
une   autre   daire  égale,   dont   rabfcifle   fera  %,   &  Tor- 

9  —  n 

donnée  i«   *    (^H-/«-+^»*-4-Ô'r,/'^'  ,  en  fuppo* 


lant  xzrzx  (  Art.  ccxx.  )  ,  on  rendra  enfuite  (  Art. 
ccxii.)  les  puiflances  dont  les  expofans  font  — ^,  & 
A — I  les  plus  petites  quil  fera  poiTible,  en  retranchant 
de  ces  expofans  autant  d'unités  qu'il  faudra,  &  on  par- 
viendra par  la  a  réduire  la  quadrature  de  la  courbe  propo- 
fée  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples  qu'on 

Aaa 
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puifle  trouver  par  ce  moyen.     Apres  quoi   en  fuppo(ant 

«==- (Art.  ccxxiv.),  on  pourra  transformer  chacune  de 

ces  courbes  en  une  autre  courbe  ^  qui  fera  quelque  fois  plus 
fimple.  Enfin  on  pourra  encore  quelque  fois  fimplifîer 
CCS  courbes  par  le  Theor.  I.  comparé  avec  les  Corollai- 
res IX.,  &  X.  du  Théorème  précèdent;  car  il  peut  ar- 
river que  les  ordonnées  de  ces  courbes  foient  de  telle 
forme,  quen  leur  ajoutant  avec  le  figne  -f-,  ou  — 
lordonnée  d'une  autre  courbe  quarrable,  quon  pourra 
trouver  par  le  Theor.  L,  elles  acquièrent  les  formes 
plus  fimples  des  Corollaires  IX.,  &  X.  du  Théorème 
précèdent;  &  alors,  quand  on  aura  trouvé  leurs  aires, 
il  faudra  en  retrancher  les  aires  des  courbes  quarrables, 
dont  on  aura  ajouté  les  ordonnées;  enfin  on  remontera 
des  aires  les  plus  fimples,  quon  aura  trouvé  par  ces 
moyens,  a  Taire  de  la  courbe  propofée^  comme  on  la 
vu  dans  le  Théorème  V. 

Cas  IIL  Soit  ïordonnée  fzzzx'^ \a^b se'  -^cx^"" 

^♦-Ô'r.)  (^-«-/^''-+-g«*''-f-Ô'r.)  ~';  fi  on  peut  trou- 
ver algébriquement  l'aire  de  cette  courbe  ,  ou  Finté- 
grale  S.fdxy  on  la  trouvera  par  le  Theor.  III.,    finon 

il  faudra  decompofcr  l'ordonnée  en  fcs  parties  x  '^^  a{c 

fx''^gx^''^&c.)^'^'^x''^'bx''(e^fx'''^gx'' 


(!rc.)''^''^x'^'cx^''(e^fx''^gx^"^&c.f''' 
&c.y  &  chercher  par  le   fécond  Cas  les  courbes    les 


y 
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plus  {impies,  avec  lesquelles  on  puiflè  comparer  les 
courbes  qui  ont  pour  ordonnées  chacune  de  ces  parties; 
car  les  aires  de  ces  courbes  particulières  étant  jointes 
enfemble  avec  leurs  fignes  -f-  &  —  formeront  Taire 
totale  de  la  courbe  propofée. 

Cas    IV.    Soit  lordonnée  /  =  x*"'(^-^^^"-h 

w**''-*-^c.)''~^  •  fi  cette  courbe  eft  quarrable  algébri- 
quement, on  trouvera  ion  aire  S.fdx  par  le  Theon 
IV.,  finon  on  la  transformera  en  une  courbe  plus  fimple 
par  le  Cor.  IV.  du  Théorème  VII. ,  &  on  la  comparera 
enfuite  avec  les  courbes  les  plus  (impies  par  le  Théorè- 
me VI. ,  &  par  les  Corollaires  VI. ,  IX.,  &  X.  du  Théo- 
rème VIL ,  comme  dans  les  Cas  IL ,  &  IIL 

Cas  V.  Si  l'ordonnée  /  eft  compofée  de  différen- 
tes parties,  on  regardera  chacune  de  ces  parties  côm* 
me  l'ordonnée  d'une  courbç  particulière ,  &  on  cherche- 
ra feparément  les  aires  algébriques  de  chacune  de  ces 
courbes,  &  lorfqu'on  les  aura  trouvées,  on  ôtera  leurs 
ordonnées  de  l'ordonnée  totale  /  de  la  courbe  propofée  ; 
&  enfuite  on  cherchera  l'aire  de  la  courbe,  dont  l'or- 
donnée fera  ce  qui  reftera  après  cette  fouftra6lion ,  com- 
me dans  les  Cas  IL,  IIL,  &  IV.  &  la  fomme  de  tou- 
tes les  aires  qu'on  aura  trouvées  fera  Taire  de  U  cour- 
be propofée  • 
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Ce  Problème  qui  contient  en  abrégé  toute  la  theo» 
rie  de  la  quadrature  des  courbes,  quoique  démontré  icy 
généralement)  deviendra  plus  clair  par  F  Article  IL,  & 
fur  tout  par  les  exemples  de  l'Article  IIL  de  ce  Cha- 
pitre. 

CCXXXI. 

Corollaire  L  Toute  courbe^  dont  l'ordonnée 
eft  la  racine  quarrée  ztkSiéft  de  Ton  équation  avec  l'ab* 
iciffe  y  peut  être  comparée  par  ce  Problème  avec  les 
figures  les  plus  fimples  reélilignes,  ou  curvilignes,  dont 
la  quadrature  dépend  •  Car  cette  racine  eft  toujours 
compofée  de  deux  parties,  dont  chacune,  prife  (êparé- 
ment,   neft  point  une  racine  afTe^^ée   d'équations.    Par 

exemple,    étant    propofée     l'équation    4*/*-+;»*/*  = 

la^/^^ix^f  —  X  ;   on   trouvera   fà   racine  /=3 

y    dont   la  partie   rationelle 


«    -f  ^  t^s^  -*-  la  )c^  —  x^ 


aa-^xx 


^^^^,  &  la  partie  irrationeUe  li^-**  ^xax^-x^ 


font 


aa^^xx 


les  ordonnées  de  deux  courbes  qu'on  peut  quarrer  par 
ce  Problème,  ou  comparer  avec  les  figures  les  plus  fim- 
ples dont  elles  dépendent.     Car  la  diflerentielle 


»^  J  x-^a^  ii  X  I  maxdx  i?dx 


xax 


-  ;   or  l'int^rale 


*  -        '^dx  «     aadx 


S.  xdx=zj  :tHy  l'intégrale   S.     '  "^^  z=za.  S. 


^^— l-XJf 
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uAy  A  étant   an  arc  de  cercle^  dont   le  rayon  eft  A 

&   la   tangente  «;    &   l'intégrale   S.  ^^^J-=z^  aa.  JL 
{^aa^^xx)  ^   en  prenant    le    logarithme    hyperbolique , 

ii   la  différentielle  a j^zax  —x    -^^^^/^4 


iflfc^  —  M^y  (aa^^xxy^^  peut-être  rapportée  par  le 
troifîeme  Cas  aux  figures  les  plus  fîmples,  dont  Ton  in* 
tégrale  dépend. 

CCXXXII. 

Corollaire  IL  Toute  courbe  dont  Tordonnée  eft 
déterminée  par  une  équation  afieflée^  quon  peut  re* 
duire  par  le  Corollaire  VIL  du  théorème  précèdent  a 
une  équation  non  afie£lée^  pourra  être  quarrée  algébri- 
quement par  ce  problème,  fi  elle  eft  quarrable,  ou 
être  comparée  avec  les  figures  les  plus  fîmples,  dont  fà 
quadrature  dépend  ;  &  on  pourra  quarrer  de  cette  ma- 
nière toute  courbe  dont  Tequation  n'a  que  trois  termes. 
Car  cette  équation  fi  elle  eft  afFeftée ,  fe  transfornâe 
en  une  équation  non  afTeélée  par  le  Corollaire  Vli.  du 
Théorème  précèdent;  erifijite  on  la  réduit  a  Tequation 
la  plus  fimple  par  les  Corollaires  IL  &  V.  du  même 
Théorème ,  &  enfin  on  trouve  la  quadrature  de  la  cour- 
be, ou  on  b  réduit  a  celle  de  la  coui^be  la  plus  fim- 
ple par  le  problème. 
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On  peut  démontrer  aiofi  la   dernière  partie  de  ce 
Corollaire.   On  fçait   que  toute   équation   de   trois  ter« 

mes  peut  fe  réduire  a  cette  forme  ^/"=«^(  ^-f-Z/'x'^) , 
qui  eft  contenue  dans  Tequation   générale  du  Corollaire 

Vliy  (-?-+•/>•  *^-*-?2rrO  =  *^()^-H///-4.m/*«^^ 
— hCîyc.) ,  en  faifant  /=:o=^=:»i  (Stc.  Donc  fi  on  fup- 

pofe,  comme  dans  le  Corollaire  VIL   5=2-^^,    i  = 
- x'  ^  &  X  ==  a^^^^n  >    Tequation    propofée    deviendra 


7  *     ' 


.  ^  =».  &  b  différentielle  de  laire  de  la  cour- 

be    fera    udx=z  '  —^ z •  Or  Tin» 

tégratîon  de  ces  deux  termes  dépend  par  le  Théorème  V. 

a  X.  f 

de  l'intégration  de  la  différentielle  •  qu'on  peut 

tellement  trouver  ou  algébriquement,  ou  par  la  qua- 
drature des  courbes  les  plus  ûmples  y  lorfque  les  expo- 
fans  oiy  \y  8c  n  {ont  donnés  en  nombres. 

On  peut  auffi  en  fuppofant  n*  =  -n^y   ou  u'=z'v^ 
comme  dans  le  Corollaire   IL   rendre  la  différentielle 


/ 
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CCXXXV. 

Corollaire  IIL  Toute  courbe  dont  Tordonnée 
eft  déterminée  par  une  équation  afFeftée  quelconque, 
qu'on  peut  transformer  par  le  Corollaire  IX.  du  Théo- 
rème précèdent  en  une  équation  de  deux  dimenfions, 
peut-être  quarrée  par  le  Problème  précèdent ,  &  par  le 
premier  Corollaire,  ou  comparée  avec  les  courbes  les 
plus  fimples  dont  fa  quadrature  dépend. 

On  comprend  par  ce  que  nous  avons  démontré, 
furtout  dans  le  fécond  Corollaire,  comment  Newton 
pouvoît  écrire  a  CoUins  Tannée  16^6.:  Nulla  extat  cur- 
va  y  cujus  aquatio  cm  tribus  confia f  terminis^  in  quâ  licet 
quantitates  incognito  fe  mutuo  officiant^  vel  indices  dignt'- 

tatum  fmt  furda  quantitates ,  verbi  gratta ,  a  x  -+  b  x"  y^ 

-+cy'^  "^-O^  ubi  x  désignant  baftmy  y  ordinatam^  ^y  f^j 
cr,  T  indices  digni  tatum  ipfius  xÔ'y,Ô*a,b,c  quan^ 
sitates  cognitas  cum  ftgnis  fuis  —4-  vel  —y  nulla ^  in^ 
quamj  eji  hujusmodi  curva^  de  quâ  ^  an  quadrari  pojjitj 
nec  ne  y  W  quanam  fmt  figura  ftmplicifjima  ^  quibus 
cum  comparari  pofjity  fve  fmt  conica  fe£iioneSy  ftve  alia 
magts  complicatay  intra  hora  oêiantem  refpondere  non  pof 
fxm.  Deinde  methodo  direHdj  dT  brevij  imi  methodorum 
omnium  gênerai ium  brevijpmâ^  eas  comparare  queo.  ^in 
etiam^  ft  dua  quavis  figura  per  hujusmodi  aquationes  ex- 
preffa  proponantur  y  per  eandem  regulam  eas  y  modo  corr^ 
farari  pojftnt  ^  comparo. 
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ARTICLE     SECOND. 

Préparation  pour  intégrer  la  différentielle  /d» 
par  les  formules  de  l'Article  précèdent,  en  fuppofànt 
que  /  fbit  une  fonflion  algébrique  de  « . 

ecxxxiv. 

i.^  On  regardera  /Jx  comme  la  difTérentîelIe  de 
Faire  d'une  courbe ,  dont  /  eft  Fordonnée  perpendicu- 
laire a  rabfcifle  x  ^  &  Ton  comparera  l'ordonnée  / ,  ex- 
primée par  la  fonétion  algébrique  de  «,   a  laquelle  elle 

eft  égale,  avec  l'ordonnée  générale  x  ^^  r!''^^  (a-^ 
hx''^cx^'''^&c.)  du  Theor.  III.  de  l'Article  précè- 
dent, ou  avec  lordonnée  x^'^^  r!''^^  S'''^^  (a-^bx"-^ 

r«*'-+-Ô*r.)  du  Theor.  IV.  ;  mais  pour  faire  cette 
comparaifbn,  il  fiiut  refoudre  l'ordonnée  propofée  /  en 
fes  facteurs  ,  &  la  réduire  a  la  forme  de  Tune  des 
deux  ordonnées  générales,  dont  nous  venons  de  parler. 
Par  exemple,  fuppofé  que  l'ordonnée  propofée  foit  y=: 

^  ly  on  refondra  d'abord   le    denomina- 

tenr  en  fes  fefteurs  x*  ,  &  rk'x  —  Ix^-^mx^;  enfui- 
te  on   le  fera  paiTer  au  numérateur,   en  changeant    de 

en 
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X 

en   —   TexpoÊint    2  de  »* ,    &    Fexpofant    -    de 


(k'x  —  In^-^mx  y  y  8c  on  écrira  rordonnée/=:x'*'*X 


(3^' — lx^)(k*9c — /*^— f-wAf^)  *,  qui  a  la  forme  con- 
venable  pour  être  comparée   avec    l'ordonnée    générale 

du   Theor.  III.  x'-' (a^bx''^c:^^"^&c.)  (e^f^ç'' 

-♦-^x*''-H-)&x^*-H-^x^"-+-Ô'c.)'^'"\  Car  ces  deux  or- 
données deviendront  les  mêmes  en  faifant  6 — 1= — 2, 
a'=.ik yb=z0ycx^^=z  —  Ix^y  ou  »==!,  &  c  =  —  /, 
er=zOy  f=^ky  g=^Oy   ^  =  —  /,  m=zkj   &  A — 1  = 

— -  ;  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  gene- 
raie  de  Taire  (Art,  ce  vu.)  x^  R^  (  ^ h!  ^\  x^'-^'Ùrc.) 

^  ^  \    re  {^r^{-  i)e  J 

on  aura  l'aire  S.  fdx  ou  exa6lement,  &  en  termes 
finis )  ou  par  approximation,  &  par  une  fuite  infinie 
de  termes* 

ccxxxv. 

z.^  On  peut  fouvent  rendre  ces  comparaîfons  plus 
fimples,  en  divifant  par  x,  ou  par  une  de  fes  puifTan- 
ces  les  polynômes  qui  fe  trouvent  dans  l'ordonnée  propo- 
se/, &  en  les  multipliant  par  la  même  puiifance  de 
X ,   pour  ne  pas  changer   les  valeurs  de  ces  polynômes  • 

Par  exemple  ,  fi  on  a/  =  K^^(3/^'— /x*)  {kx — Ix 

Bbb 
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1 

mst)    *  ^  on  peut  divifer ,  &  enfuite  multiplier  par  n  le 
polynôme  ^  «— /x^-4-m*^,  &  on  aura  «  (/t' — /**-*• 

X  I 


5 


()^'»— /;«^— f-w;»^)    *;  par  confeq^uent  /=x   ^(3^ 


I 


— •/;«*)()^'— /«*-4-w«^)  *  ^  ce  qui  rend  plus  (impies 
les  comparaifons  qu  on  doit  faire  ;  car  dans  la  comparaifoa 
avec  Tordonnée  générale  du  Theor.  IIL  on  aura  f— i 


Cette  préparation  eft  fondée  fur  un  principe  évident ,  que 

le    produit    X"Z"—X'A.^=z{XA^)'.{ZA''^r)\ 

quelque  fbit  la  quantité  A. 

CCXXXVI. 

3.0  On  peut  toujours  par  ce  même  pritfcipe  réduire 
l'ordonnée  propofée  /  a  deux  formes ,  dans  Tune  desquel- 
les Texpofant  n  foit  pofitif,  &  négatif  dans  l'autre; 
car  pour  le  faire  pafTer  du  pofitif  au  négatif,  on  na 
qua  divifer  d'un  coté  par  la  plus  haute  puiflance  de  Xy 
&  multiplier  de  l'autre  coté  par  cette  même  puiflance , 
pour  ne  pas  changer  la  valeur  de  l'ordonnée  /  ^  &  on 
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fera  le  contraire  pour  faire  pafTer  Texpofant  n   da  néga- 
tif au  pofitif •   Par  exemple ,  fi   on   a    lordonnée  f  =: 


5 


*  '(3  ^~"'**)  {k — /^*— ^w«^)^*  laquelle  étant  com- 
parée avec  l'ordonnée  générale  du  Theor.  IIL  donne 
Texpofant   n  pofitif,   &  =:    i ,  on  n  a  qua   divifer,    & 

multiplier  le  polynôme  k — Ix^-^mx^  par  x^   on   aura 

x^Çksf^^ — l^T^   -4-w)=^ — Ix^-^mx^  i    par  confe- 

quent»    »(^;tf"^^— /*     ^— i-m)""T:zz(^ — Ix^-^mx^)    »^; 

feilant  la  même  opération  fur  le  polynôme  3  ^  —  ^  ^^  y 
on  aura   3^  —  lx^=zx^(^ — /— ♦-j/^^""*)   &  par  confe- 

quent    l'ordonnée  y  =z  x    *  (  3  ^  — /  x*)  (^— /jt^— i* 


2  .  .    —  2.  .        -  — I 


.— ÎN-r 


laquelle  étant   comparée  avec  l'ordonnée   générale   don- 
ne Texpolànt  n  négatif,  ou  =  —  i  • 


CCXXXVIL 


4.''     Après   avoir    trouvé   les  deux  txpreflions  de 


5 


^  ;     par    exemple   /  =  *     *  (s^""^^**)  (^  —  ^**' 


m 


^^)      r^  &/  =  ;«-*(  — /-+.3^;tf~*)(w  —  /V 


kx    ^  )     *  ,  dans  Tune  defquelles   Texpofant  »  eft  po- 
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fitif,  &  négatif  dans  lautre^  on  comparera  Tune  après 
Tautre  chacune  de  ces  expreffions  avec  Tordonnée  géné- 
rale qui  lui  convient^  &  par  la  on  déterminera  les 
valeurs  des  lettres  de  cette  ordonnée  générale^  quon 
fubdituera  enfuite  dans  la  formule  générale  de  Taire 
qui  repond  a  cette  ordonnée ,  pour  avoir  Taire  cher- 
chée S.ydn  exprimée  par  deux  fuites,  dans  Tune  des- 
quelles Texpofant  n  fera  pofitif,  &  négatif  dans  Tautre. 
Si  Tune  de  ces  deux  fuites  eft  finie ^  ceft  a  dire,  fi, 
après  un  certain  nombre  de  termes,  tous  les  autres  a 
Tinfini  s'evanouiflent ,  on  aura  Tintégrale  S.ydx  exa- 
^ement,  &  en  termes  finis;  mais  fi  les  deux  fuites 
ibnt  infinies,  ceft  une  marque  que  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée  géométriquement,  &  alors  Tune  des  deux 
fuites  fera  convergente ,  &  donnera  Taire  de  la  courbe, 
ou  S.  fdx  par  approximation,  excepté  dans  quelques 
cas,  dont  nous  parlerons  cy-après. 

Par  exemple;  en  comparant  Tordonnée  ^=«     *X 


{k  —  ^^^)(k  —  /*  — f-WAf^)  *  avec  Tordon nie  générale 
du  Theor.  III.  **  "*  '  (  ^ -4.  ^  x" -h  c  x*  ' -»- Ô*f.  )  (  ^ -+/*" 
— *-^x"* -4- Ô'f. )''""' ,  on  trouve  rf=:3^,^=a,c= — /, 

^=^,/=:o,^=-./,^==w,A=^,«=i,fl=:— i=:r, 
4P-hA=^f=— I ,  t=z-^^y  &c.  &  eu  fubftituaat  ce» 
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valeurs  dans  la  formule   générale    de    laîre   du  même 

théorème  »  -R  (^~    *' cr-H-O»  ^^^^^0^^  trouve  que 


I 


tous  les  termes   de  la  fuite  après  le    premier  <^^  s'eva- 


oouïiTenty  &  que  Taire  S.  yd^i 


/L=±ùz 


»ix' 


9 


Or  /=:;f     *,    R  =  ^~/«*^;w^',  R'^^(i^~/»* 


X 


*     -^—  2 ,  &  par  conlequent  n  R^  (—)  = — Z9$    *  X 


-:-* 


m  JT^ 


Il    faut    remarquer    que    Taire    négative   — • 

ir      ~^*  -*"'^^     eft  adjacente  a  fon  abfciffe  prolongée 

au  delà  de  Tordonnée.  Car  toute  aire  pofîtive  eft 
adjacente  a  fon  ordonnée  &  a  fon  abfciffe,  &  Taire  ne* 
gative  tombe  neceffairement  du  coté  oppofé  de  Tordon- 
née  y  &  elle  efl:  adjacente  a  TabfcilTe  prolongée  au  delà 
de  Tordonnée,  lorique  le  figne  de  Tordonnée  ne  chan- 
ge point.  C'eft  un  principe  gênerai  d'Algèbre,  que, 
fi  une  quantité  quelconque  qui  avoit  le  figne  —h  vient 
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a  avoir  le  figne  — y  il  faut  la  prendre  du  c6té  oppo* 
fé  a  celui  de  la  première  quantité. 

CCXXXVIIL 

5/  Lorique  les  deux  fuites  qui  expriment  Faire 
cherchée  S.ydx^  &  dans  Tune  defquelles  Texpcfànt  n 
eft  pofitif^  &  négatif  dans  l'autre ^  font  infinies,  c'eft 
une  marque,  que  la  courbe  ne  peut  être  quarrée  géo- 
métriquement; ou  que  l'intégrale  S.ydx  ne  peut  fe 
trouver  en  termes  finis  ;  alors  Tune  de  ces  deux  fuites 
fera  convergente,  &  donnera  cette  intégrale  par  appro- 
ximation, excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas*    Car 

fi  -1-,   qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes  de  la  fuite 

infinie,  efl  plus  petit  que  Tunité,  la  fuite  dans  laquelle 
n  efl  pofitif,  fera  convergente,  par   ce  que  les  fra6lions 


-,  —  ,  —,  (yc.  iront  toujours  en  diminuant,  &  en- 

n 

fin  s'evanouïront.  Si  -^  efl  plus  grand  que  Tunité,  les 

fraéUons^,  îÇ^,  ^^y&c.y  ou~-,-l-,-i-,eîrc. 

diminuent  toujours  &  enfin  s'evanouïfTent  y  a  caufe  que 
c  efl  une  quantité  donnée ,  &  la  fuite ,  ou  on  a  »  né- 
gatif, fera  convergente.  Il  faut,  commî  nous  avons  dit 
excepter  quelques  cas.  i.""  Si  r=:j^  le  premier   terme 
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^  M 


de  la  fuite  -77  devient  infini,  &  par  confec^uent   Taire 

S^ydn  eft  auffi  infinie*  2/  Si  r  cft  un  nombre  entier 
négatif,  un  des  divifeurs  (r— f-i)(?,  (r— 4-2)^,  {^"^z)^^ 
&c.  devient  neceflairemçnt  =0;  par  confequent  on  aura 
dans  la  fuite  un  terme  infini,  &  Faire  S.^dtQ  fera  en- 

core  infinie*  3/ Si  -7-=!,   ou  «  =  ^*  ,   la   fuite  fera 

inutile  pour  trouver  Taire  indéterminée  S.fdx^  puifque 
«r  fera  une  quantité  confiante.  4."*  Il  y  a  encore 
quelques  autres  cas,  ou  les  coefficients  des  termes  de  la 
fuite  font   quelle  ne   converge   point,   Iprfqu autrement 

elle  devroit  converger;  par  exemple,  foit/=;7;^=r 
i5^""'.  (^-t-/)*/"^';    en   comparant    avec    Texprefliort 


générale  x       (e-^fx)       ,  on  a  5=i,  »==i,  A=:(?, 
!•=:-  =1,  ^=1,  &  la  fuite  qui  exprime  Taire,  de-» 

vient -fi .  -H-f.-.  i-- .  — - — ^^^,^-.— 

6*r,  a  Tinfini);   or  on  voit  qu'en   fuppofânt  dans  cette 

fx 

fuite  >-  plus  grand  que  Tunité,  elle  ne  peut  converger, 

quelque  foit    la  valeur  de  -  ,  mais  dans  ces  cas  la  con- 
veigence  dépend  de  la  valeur  des  coefficients. 
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CCXXXIX. 

ë 

6.^  Suppofé  que  Fordonaée  propofeé  /  (bit  égale 
au  produit  J^T  d'un  fafteur  rationel  J^&  d'un  autre 
fa£leur  irratioael  irredu£lible  T  ,  &  que  la  racine  ra- 
tioneile  T  de  T  ne  foit  point  un  divifeur  de  j^,  on 
comparera  Tordonnée  / ,  ou  j^T  avec  l'ordonnée  ge- 
nerale  «f  ~*lî.'^'^*(ii-f'^«''— Hrx**-4-<îyc.  ),   en   faiiant 

/x*-+^«**-+Ô'r.,  T  ^  on  R  =:  R  >  par  confequent 
A— 1  =  ^,  &  A=:Tr-hi;    mais   fi   la   racine   T  du 

£i5leur   irrationel  T   divife  une,  ou  plufieurs  fois  le  fac* 

teur  rationel  J^,  de  forte  qu'on  ait  J^=:  P  T^,  P  étant 
un  {a£leur  rationel,  qui  n'eft  plus  divifible  par  T,  & 
Fexpofànt  r  étant  un  nombre  entier  &  pofitif  quelcon- 
que, on  aura  l'ordonnée  propofée /=:PT'"^*^,   &  on 

fera  P=;^*- '  (  ^-t-^x^-H-r^f^'-hÔ-rO  ,  r'"^'  = 
R'"^^=:R^""';   par  confequent  A  —  i=3^-+-r,   & 

A=:Tr— 4-T--MJ    par  exemple ,    fi   l'ordonnée   propoféc 

I 

eft /=x*(2-+-*)(i-*-*k)     %   on  fera   «*(2-*-*) 
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&c.^  R     î=jR.       ,  A— 1=— -,&  A  =  '-,  ce  qui 

donnera  4  =  2,  ^=ri,r=o^  e  =  i  y  f=:oy  gziziy 
h  =  Oy  ^=3,  nzzzi"^  valeurs  quil  faudra  fubftituer 
dans  la  formule  générale  de  Taire,  pour  avoir  l'intégra- 
le S.ydx.   Mais    fi  /^  =  x*(2— i-^)  (i-*-^;»)*(i 


11  =  1— l-xx 


1 


a  **(2 

-4.x)  = 

=*• 

■"*(.ï-4-^ 

«"-i-eîrr.); 

.-K/»" 

0 

'-+ 

Ô-ciCi-f 

■xx)*(i-*. 

s 

=r'*= 

:R^ 

""';    par 

confequent 

A—  I  =-r>  &  A=  --;  ce  qui  donnera  les  mêmes  va- 

o 

leurs  des  lettres  à^hyCyCyfygy^yfiy^-^  pour  A 
a  fubftituer  dans  la  formule  générale  de  Taire. 

CCXL. 

7.^  Si  Tordonnée  /  eft  une  fra£lion  rationelle  îr- 
reduâible,  dont  le  dénominateur  foit  compofé  de  deux^ 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  il  faudra  refou- 
dre ce  dénominateur  en  fes  divifeurs  premien;  &  (1  par- 
mi ces  divifeurs  il  s'en  trouve  quelqu'un  qui  n'en  ait 
point  d'autre  égal,  la  courbe  ne  pourra  point  être  quar- 
rée   géométriquement,   ou    l'intégrale    S.yàx   ne  fera 

Gcc 


7 
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p^Int  algébrique^  mais  elle  dépendra  de  la  quadrature 
de  Thyperbole^  ou  de  celle  du  cercle,  ou  de  toutes  les 
deux  ;  car  alors  la  fraftion  radooelle  propofée  pourra  fe 
partager  en  plufieurs  autres  fn6lions,  dont  l'une  aura 
pour  dénominateur  le  divîfeur  premier  qui  na  point 
d'égal  parmi  les  autres  divifeurs,  &  Fintégration  de  cet- 
te fraftion  dépendra  de  la  quadrature  de  Thyperbole  ou 
du  cercle,  comme  nous  Ta  vous  démontré  dans  la  theo* 
rie  des  fra£lions  rationelles»  On  pourra  neantmoins 
trouver  cette  intégrale  par  approximation  fuivant  les 
Théorèmes  III.,  &  IV.  de  FArticle  précèdent.  Ce  que 
nous  venons  de  démontrer  fèrt  d'eclarciflèment  a  un 
endroit  qui  a  paru  obfcur  dans  le  traité  de  la  quadra- 
ture des  courbes  de  Newton,  ou  ce  grand  Géomètre 
s'exprime  ainfi  :  Si  ordinata  eft  fraSllo  rationalis  irreduSli* 
hilis  cum  denominatore  c^  duobus  vel  pluribm  terminis 
compoJttOy  refolvendus  jft  dmùtninator  in  divifores  fuos 
omnes  primas;  (y  ft  divifor  fit  aliquiSy  eut  nullus  alius 
ejï  aqualisy  curva  quadrari  nequip^  En  effet  nous  venons 
de  démontrer  que  dans  ce  cas  l'intégration  dépend  de 
la  quadrature  de  l'hyperbole,  ou  de  celle  du  cercle,  ou 
de  toutes  les  deux,  &  que  par  confèquent  cette  courbe 
ne  fera  point  quarrable  abfblument. 

On  pourroit  démontrer  la  même  chofe  immédia- 
tement fans  avoir  recours  au  Chapitre  des  fraftions  ra- 
tionelles.  U  faut  pour  cela  fe  rappeller  un  principe  d'al^ 


\ 
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gebre.  Soit  une  intégrale  ^-4-^;»''— •-r«*'-4-^«'*-H-Ô*r. 
qui  ne  renferme  qu  une  variable  y  dont  la  dificrentielle  eft 

les  différens  termes  a-^bx^^-^cx^^ -^CTc.  font  multi- 
pliés refpeélivement  par  les  expo(ans  des  puiflànces  de 
X  ,  &  qu  on  divife  le  produit  par  x ,  il  ell  démontré 
dans  les  elemens   d algèbre  que,    fi  la  quantité   qui  en 

n — I  2» 


refulte  nbx'^   -+2»c**"""'— i-Ô*r»  a  quelque  divifeur 

premier  commun   avec  la  quantité  propofée  a-^bx^-^ 

ex  -H-&C.,  ce  divifeur  premier  fera  contenu  une  fois 
de  plus  dans  cette  dernière  quantité,  que  dans  la  pre- 
mière, &  par  confequent,  fi  l'intégrale  propoiee  a  quel- 
que divifeur  premier  commun  avec  la  différentielle,  ce 
divifeur  fera  contenu  une  fois  de  plus  dans  l'intégrale, 
que  dans  la  différentielle  •  De  plus  on  fçait  par  les  prin- 
cipes du  calcul  différentiel,  que  la  différentielle  d'une 
fraélion  irrationelle ,  qui  ne  renferme  quune  variable 
ne  peut  jamais  être  rationelle,  &  que  la  différentielle 
d'un  entier  rationel  ne   peut  jamais   être   une  fra6lion» 

p 
Maintenant  foit  ^  une  fraélion   rationelle  irreduéU- 

ble,  qui  reprefente  faire  d'une  courbe,  par  confequent 
quarrable ,  dont  la  différentielle  ^ — ^  ^  ,  &  l'ordon- 
née une  fra£lion   rationelle.    Dans  Texpreifi^on  diÔéren- 


À 
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tîelle  ^     ~        '■^  chaque  divifeur  premier  du  denomioa- 

tcur  J^  pourra  le  divi(er  un  certain  nombre  de  fois 
pair^  puis  que  c'eft  uo  quarré,  &  il  divifera  J^  un 
nombre  de  fois^  qui  ne  fera  que  la  moitié,  &  k  difië- 
r^ntielle  de  ^y  encore  une  fois  moins  que  la  moitié 
(par  le  principe  précèdent).  Or  fbit  fuppofé  D  ce  di- 
vifeur premier  :  fi  D  divife  J^  deux  fois  y  il  ne  divifen 
point  du  tout  le  numérateur;  car  D  divife  ^JP  pre- 
mière partie  du  numérateur,  puifquil  divife  ^  une 
fois  ;  mais  il  ne  peut  divifer  l'autre  partie  du  numéra- 
teur, puifquil  ne  peut  divifer  rfj^(par  le  même  prîo^ 
cipe)  ny  P  (par  hyp.),  P&  J^etant  premiers  entr'eax, 
ny  par  confequent  Pd^  Donc  D  ne  peut  divifer  le  nu- 
mérateur ^dP-^P  d  ^y  quand  il  ne  divife  que  de^ix 

fois  le  numérateur  J^*.De  même  fi  D  divife  j9*  quatre 
fois,  il  ne  peut  divifer  qu'une  fois  le  numérateur  ^P 
•^Pd^^  car  ildivifej^^P  deux  fois,  &  — PJj^une 
fois  feulement,  par  la  même  raifon  que  cy-deffus,  & 
par  confequent  il  ne  peut  divifer  qu'une  fois  le  numéra- 
teur,  quand  il  divife  j^  quatre  fois.  On  voit  par  le 
même   raifonement  que,   fi   un  divifeur  premier   divife 

un  certain  nombre  de  fois  le  dénominateur  j©*,   il  di-' 
vîfera  le  numérateur  une  fois    moins  que  la   moitié  de 

ce  nombre;  donc,  la  fra£lion  ^- — ~     ^ étant  réduite  a 
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firs  plus  fimples  termes,  il  ne  peut  y  avoir  de  divifeur 
premier  dans  le  dénominateur,  fans  quil  ait  Ton  égal 
&  par  confequent,  il  Fordonneé  d'une  courbe  eA  une 
fraâion  rationelle  irreduélibie  qui  contienne  quelque 
divifeur  premier  dans  le  dénominateur,  (ans  en  avoir 
d autre  égal,  la  courbe  ne  fera  pas   redu£lible  a  la  for* 

me  ^ — ~        y  &  par  confequent  ne  fera  pas  quarrable. 

CCXLI. 

8/    Si  parmi  les  divifeurs  premiers  de  la  fraflion 
rationelle  irréductible ,  qui  eft  e^le  a  l'ordonnée  / ,  on  / 

en  trouve  deux,  ou  plufieurs  égaux  entreux^  il  faudra 
rcjctter  un  d'eux;  &  s'il  en  refte  encore  deux,  ou  plu* 
fieurs  égaux  entreux,  mais  différens  des  autres,  on  en 
Rejettera  encore  un  d'eux,  &  on  fera  la  même  chofe  a 
l'égard  de  tous  les  autres  divifeurs  égaux,  qui  pourront 
refter,  c'eft  a  dire,  qu'on  en  rejettera  un  de  chaque 
cipece.  Enfuite  on  mettra  pour  -R  dans  l'ordonnée  gé- 
nérale le  divifeur  premier  qui  reftera,  ou  le  produit  de 
tous    les  divifeurs  premiers  qui  relieront   après   cette  o- 

peration ,  &  on  écrira  R  pour  R  '  ,  ce  qui  don- 
nera A  =  — I.  Il  faut  excepter  le  Cas,  ou  le  produit 
des  divifeurs  rellans  eft  un  quarré,  ou  un  cube,  ou  gé- 
néralement une  puifïance  quelconque  ,  dont  l'expofant 
eft  un  nombre  entier,  &  pofitif,   plus  grand  que  l'uni- 


"    V- 


ZT] 
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té)  que  nous  defigneroos  par  <r;  car  dans  ce  cas  il 
ÊLudra  mettre  la  racine  de  cette  puîf&nce  pour  R^  & 
Fexpofànt  de  la  même  puiflànce  pris  négativement  pour 
A)  ou  Élire  Ar= — o^  &  réduire  la  fîaâion  rationelle^ 

qui  efl  égale  a  Tordonnée  /  ^  au  dénominateur  R 

Pour  bien  faire   comprendre  la  rai(bn   de  ces  pré- 
parations ^   que   prefcrit    M.^   Newton  ^    fuppofons   que 

p 

l'ordonnée   f   foit  •  fon£lion  ratîonelie   irredu- 

^  ig7  r^  x»  ' 

âible^  dont  le  dénominateur  ait  pour  Tes  divifeurs  pre* 
miers  ^  ^,  ^,  &c.,  T,  T,  T,  &c.y  X,  X,  X, 
&c.y  on  rejettera  un  de  chaque  efpece  de  Tes  divifeurs 
égaux,  c*eft  a  dire,  un  ^  un  T,  un  X,  &  on  met- 
tra pour  R  le  produit  J^  "^  T  X"  ,  de  tous 
les  autres  divifeurs  qui  relient;  par  confequent  on  aura 

J^  ""  r*  ~*X*'~  =R  .  Enfuite  on  réduira  la 
fraftion   ■       ,     '  au  dénominateur  R  ^  ou  P  X 

r  ^""   X  ;  en   fuppofant   que  le  numérateur  de 

cette  fraélion  ainfi  réduite  foit  N,   on  aura 


7—7;    par  confequent  N 


iir  — i~iT— »  v-*»^** 


j^*"      *r*'      *X*'     *         Q^T^X' 

P^~*T^~*X~*,  &  l'ordonnée  y  fera  exprimée 


.T— '1  ^T— a  vV— * 


par   la  fraction   ^^      "^     ^ ,    Qn    mettra    donc 
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cÊins  rordonnée  générale  x~    -R~   (/f—H^^*-+Tx** 

-4-<ÎTr;)    le    numérateur    P^~   T  ~    X"  pour 

ji'"  *  (il— H*«*-4-c**''— hô'r*),    la   racine    quarrée    du 

dénominateur^    ou   ^~    T        X  pour  R,   ou 

pour  ^-H/*''-4-^»"-+Ô*r.,  &  ET^  pour  r''""'  ^ 
ce  qui  donnera  R=: — i  • 

Pour  rendre  raifon  du  Cas  excepté^  foit  Tordonn^e 

/=   „-Ki^T^i^.H.i  y    ^    étant    un    nombre   entier 

pofitif  plus  grand  que  Tunité,  &  J^>  Ty  X  d^s  di- 
vifeurs  premiers,  &  inégaux,  en  rejettant  un  de  ces 
divifeurs   égaux   de   chaque  efpece,   on   aura  /  = 

p  P 

^^^^  ^,        r-;  ,   &  le  produit   des 

divifeurs    rcftans    fera   la    puiflance  {^T^ X^Y .    On 

fera  donc   (a   racine  ^V jC  =zZy  &   on  aura  /=s 

p 
■  .     Maintenant ,  pour  trouver  le  numérateur  N 

d'une  autre    fraflion   cgale  a   7  y   &   propre   a 

être  comparée  avec  Fordonnée  générale  k  R  y^ 
(a-^b  ;c*  —Hc  X*  *— *-  &€.) ,  qu'on  fuppofe  -7:^1 


z''     "      j^TAr.z'  ' 


k.>a^N=^=!^0.=P^-'T-'  X 
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H^^    ;  donc,  en  fuppoiànt  encore  Z,  ou  j^T^X'rz: 

R=r-H/*"-i-^x»''-4-Ô'r.,  on  aura  Z""^'  =R^"^'  ; 
par  confequent  on  pourra  comparer  la  fraélion  propofée^ 
ou   l'ordonnée  y   avec   lordonnée   générale^  en  &ifant 


=R~'"*  =11  ~  ,  ce  qui  donne  A=— a-;  com- 
me on  lavoit  dit. 

Exemple  pris  des  quadratures   de  Newton  •  Soit 

lordonnée  >'=— : — , *  '^^  ~  parce  que  cette 

fia£lion"eft  irredu6lible ,  &  que  le  dénominateur  a  Tes  di- 
vifeurs  premiers  égaux  «h— i,  x — i,  &  x— 4-2,  Jf-1-2, 
on  en  rejette  un  de  chaque  e(pece,  fçavoir,  ir— *i,  & 

If -+2,  on  met  pour  R  le  produit  *'  —  3* -h- 2    des 

divifeurs  reflans  n— 1,«-4-2,  &  on  Êiit  H""  =:R  , 
ou  A=— !•  Enfui  te  on  réduit  la  fraâion,  ou  Tordon- 

née  propofée  au  dénominateur  JR  ^  &  comme  cette  ira- 


on  la  réduit  au  dénominateur  R    en  multipliant  le  nu- 
mérateur, &  le  dénominateur  par  R,  ce   ^ui  la  change 

en 
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jeu  '*— ^— —— — — — ^^^^^■—  — ^IMi     ■  M 

(«--l)(x-+»)R*  """  JR* 

&  en  comparant   cette  ordonnée  avec  Tordonnée   gène* 
raie  m'"'  B!"~\a-^bx''^cx*''^&c.%  on  aura  x'(8  — 


*)=:**~X4-+**''-».c«*''-4-(/'x'"-i-eb'f.);  &  com- 


me nous  avons  déjà   trouvé  k'  — -  3  m 
/«•-H-^**''-i--*»^''-H-Ô'c.,    on   a   ô  — i  =  3j»=i, 

A— 1=— 2,4  =  8,^=— y,  c=o,</'=:  1,^=2,/== 
—  3>^=''>*=lî  X=:— I,  Ô=4=r,  j=3,^  =  2, 

«=  i;  &  ayant  écrit  ces  valeurs  dans  la   formule  ge- 
neiale  de  Faire  kR^'Ç^ — h  I^-J_- j^" -^ Ô*r. V  oq 

aura  Faire  cherchée  =   ,  ^  tous  les   termes  de 

la  fuite  s'evanouïflant  après  le  premier. 

Exemple  pour  le  Cas  excepté  •  Soit  Tordoaneé  / 


2  X 


,  — r  •  fraclion  dont  le  dénominateur  a 

pour  divifeurs  premiers  x  •—* ,  i — x ^  i  -—  *,  i— *•  x^  i— ♦• 
«,  I— H^,  ayant  rejette  un  de  chaque  efpece  de  ces  dU 
vifeun  égaux,  c*eft  a  dire,  i-— x,i-+-^^  le  produit  4f 

Dd4 
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ceux  qui  reftent  fera  (i  —  «)(i — *)(  !-♦-*)(  i-***) 
=z(i—^}txy,  on  fuppofera  donc  i— «»«=R,A=— 

2   SclC'~^=R'~'^  y  &   la  fraftion  propofée  fera 


^'■*-^*  ::::z    '"*'*''  ^  qui  ell  déjà  réduite 

(,-.x)CiH-x)(i-««r      (I— ««)*'  ^ 

au  dénominateur  R^;  on  la  compare  donc  avec  l'or- 
donnée générale  x'-'  R'^-'Ca^h x'-^c >»*''-+ &c.), 
en  faifant  i-4-2x,  ou  Z  (i -4-2  «)=**""*('»-♦' ^*'* -♦■ 


CÎTr.;  d'où  l'on  tirera  les   valeurs  fui  van  tes  fi — i=o,5 

A=.^3,»==^-+.\=: — S>  ^'j  qu'on  fubltituera  dans 
la  formule  générale  de  l'aire  x  R  y^i— — »-  "         .  -  «  -+ 


) 


CCXLIL 


p.o  Enfin  fi  Tordonnée/  eft  une  fraflion  irredu£li- 
ble  — ^  5  dont  le  dénominateur  j^T^  foit  le  produit  d'un 

Êifteur  rationel  J^,  &  d'un  fafteur  irrationel  T"  y  il  fau- 
dra trouver   tous  les  divifeurs  premiers  de  la  racine  T 

du  faveur  T^,   en  rejetter   un  de    chaque   eipece,  & 
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multiplier  enfuîte  le    fafteur   rationel  j9  par  les  divi(è- 
urs  reilans,  s'il  en  refte,    &  (i  ce  produit  ell  égal  a  la 

racine  T,  ou  a  (a  puiflance  T',   dont  Texpolànt  cr  Ibit 

un   nombre   entier,  on  fera  T  =  R=^-^/*''— i-^^f 

— hÔ'r.,  &  A  —  1=  —  r  —  (T^  par  confequent -R 

-R"^^""',   &  on   réduira  la  fraflion   propofée   —    au 

dénominateur  R"     ''j    pour   la   comparer   enfui  te    avec 
l'ordonnée  générale  x        R        (/?— h^jç''— hcai*''— ♦-Ô'r.). 


Car  fuppofant  T:=:X'' Z\  &  que  les  divifelirs  premiers 
foient  Xy  X^  X,  &c,  yZyZ^Z^  8cc.  y  après  avoir  rejette  un 
divifeur  de  cliaque  efpece,  ou  un  X,  &  un  Z,  on  mul- 
tipliera le  fafteur  j^  par  le  produit  X  ^  Z  ~  des  di- 
vifeurs  reftans,  pour  avoir  le  produit  J^x"^"  Z""  = 
T".  Si  on  ùit  T=zR=ze^fx'''^gx^''^&c.y  &  A 

—•1= — r  —  (r,par  confequent  R  "^  =: R"^*"', For- 

•        p  p 

donnée  y .  ou  la  fraction  — -  fera  —  • 

Maintenant  pour  réduire   cette   fraélion  au  déno- 
minateur -R^     ',   fuppofbns    que  le   numérateur  de  la 

fraftion  réduite  foit  N^  de  forte  que--— ri==r-rT^  oa 

'  *     lt^"+'       Q:R 

aura  N=:^;  &  puîfquc  J^X'"'  Z'"*'  =  r'  = 
R^  (  par  la  fuppofition  )  >  on  aura  ^  = 


jf«— •  l^pv— X    > 
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*—  I ,»»—  I 


par  confèquent  N=P.X         Z       ,  &  la  fiaélioa  oa 
rordonaée  propofée -^  =^-^"''^'~'=f.X*""  X 


Z        .  R  )   quon   comparera     avec    l'ordonnée 

générale  i»*~'R*""*  (4-4-**" -hc^^'-^Ô-f.),    en   fki- 

fant  P.J^^'  Z'^'z=zit*~'\a^èx''  -i.c>t*''-+&c.)y 
li=tf-f/«'— |-5***-+^f.  &A— .1= — r — <r  ,    ou  A 

Exemple.    Soit  l'ordonnée  /  = 
fleur  rationel  ^  fera  qq^-x»,   &  le  faéleur    irra- 

I 

tionel  1^  fera  {q^-^qqx — qttM — «')';   par  confe- 

?^ i     o.   1.  -._-r-_.      __i 


quent  T=zq  -^qqa — qxx — *%  &  l'expofant  T=i, 

les  divifeurs  premiers  de  T  font  ^-4-«,  f-*-«,  ^ — «, 
dont  on  rejettera  les  deux  q-¥x^  &  q — «,  &  on 
multipliera  par  le  divifeur  reftant  q-^»  le  faéleur  ra- 
tionel qq-^Mx;  on  aura  pour  produit  q^-hqqx  — 
qxx — »',  qui  eft  égal  a  la  racine  T  du  fafleur  irra- 
tionel  7*;  par  confèquent  l'expofant  (r=:i;  on  fera 
doac  q^-^-qqx-^qxic-^x^=:R=ze-¥fx'''^g»*''^^ 


1.  Partie i  Chap.  VI;  jp/ 

enfuite   on  réduira  la  fra£lion  propofce  /   au  denomina- 

4 

teur  R'  ,  en  multipliant  fon  numérateur ,  &  fon  déno- 
minateur par  le  divifeur  reftant  ^-H-x,  ce  qui  ne 
change  point  la  valeur   de  la  fra£lion^   &  rend  fon  de- 

nominateur  égal  a  -R\  ou  (q  -^qqx^-^qaçx  —  x^y  ; 
par  cette  réduction   Tordonnce  /   fera  exprimée   par  la 

fra<5lion     ^^(sq  -^iq  x-+-8^  xx^^Sq^x^ — 7^^^ 

4 

'^6qx^)(q^-^qqx  —  qx^—^x  )  %  qu'on  comparera 
avec   l'ordonnée  générale   x  '^^  R        (/7— f-^x"— t-c^v** 


-H- Ô*r.  )  ^     en     flûfant     ^^(zq  -^iq^ x-i-Sq^xx^^t^ 
^q'x^^7qqx^--6qx^)  =  x'~\a^bx''^cx^^^ 

=1^5  &  A — 1=— .^,  ou  A=— -;   d'oà   Ton   tire 

i*=3^  ^lf=ziq  ,Ô'f.,r  =  ^  ,/=^^,e>'c.,ô— -i=:fl, 
ou  6=i=»,  A=— .i,  r=l,  ^=^3^=1,  »=(», 

>  5  5 

&  ayant  fubftitué   ces  valeurs  dans  la  formule  générale 
de   Taire   jc^R  (77'"*'f;rHj7^''-+^^*)  >    on   trouvera 
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Taire  cherchée  S.  i/Jx=i  ^^^*     ^*       -^  par  ce 

^  Î^H-f  f  X — qxx  —  x^ 

que  tous  les  termes  s^evanouifTeat   après  le  troifieme. 

CCXLIII. 


10/    Si   Tordonnée   /==P.J^.T'  ,     produit    de 
trois  £i£):eurs;   dont   le  premier  P   foit  ratioael^   &  los 

W  T 

deux  autres  J^,  &  T'  irratiouels,  &  irredu£Ubles^  on 
pourra  la  comparer  avec  Fordonnée  générale  du  Théo- 
rème IV.  H-^'  R"^^sf''^\a-^bx'^c:c^"^&c.) 
en  fuppofant  P=:x*~*  (ii-f-^»'-l-r**'H-<Î7'c.);<^= 

lx'''^mx^''^&c.^   &  /ix— i=-I,    doù  Ion   tire   les 

valeurs    des  lettres    de   la  formule   générale    de   Taire 

1 

M^  R  y  (i-p— i-Ô'r.)*    Mais  il  fera  quelque  fois  plus 

fimple,  &  plus  commode  de  comparer  Tordonnée  pro- 
pofée  avec  Tordonnée  générale  du  Théorème  III.,  ce 
qu'on    peut    toujours    faire     en    reduifant    le    produit 

^  T"    des    deux    faéleun     irrationels    a    la    forme 

I 

{^'T')'\  &  en  fuppo&at  enfiûtc  P=:«*—' (^-t- 
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Si   les  dénominateurs  a- y  8c  v   des   expofants  7>  &  7 


I 


(ont   les   mêmes,    on    aura   j^  T*' =(j^r  )',    on 


-r  — T  ^  -*       .  X 


fuppofera  J^T  =R,   &  '^  —  ^=^;"*    ^^   exemple. 


1  T 


fi  Tordonnéc  /  =  (i'H-2»)(I'H-^)*  (i — *)*  ,  on 
pourra  fuppofer  *^  (1-4-2  «)  =  «  ~' (^/-H-^^t^-H-Ô'r*), 
i-4-x=:R,  A — i=^>  I — «5  =  5,  &  /x  —  1=-; 
on  fe  fervira  de  la  formule   du  Théorème  IIL  en  fai- 


I 


fant    I — xx=zRy    &  A  — 1=-;  car  (i— xx)* 


1  I 


(l-4.*)'(l— «)     . 


T 


Si  dans  le  produit  P.^.T""  =:fy  le  fa£leur  ra* 
tionel  P  eft  divifible  par  Tune,  ou  par  Tautre  des  ra- 
cines J^>  &  r,  ou  par  toutes  les  deux;  par  exemple, 


T 


fi   P  =  Xj^7^  ,   ou  fi  /  =  X.   ^      '.T       % 


^    on 


pourra     fiippofer    X=x         {a-^bx*^^cx^'*^^(3'c.) 


^=Ry     P^l=Z\-^ly      T=Sy        8Cq^}=:i.—    ly 

ou ,  en  reduifant  les  expoiàns  p^*-^  y  &  ^^^7  ^^  "^^• 


/-• 
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me  dénominateur  a-f  ^  k  fervir  de  la  formule  dft 
Théorème  III. 

p 
Si  lordonnée /  =:       ^       ,    £ra£lioa    irrcdu6lible , 

dont  le  numérateur  P  foit  rationel,  &  le  dénominateur 
foit  le  produit  du  fa£leur  rationel  J^,  &  de  deux  au- 
tres fafteurs  irrationels  &  îrreduftibles ,  il  faudra  trou- 
ver tous  les  divifeurs  premiers  des  racines  T  8c  Xy  8c 
en  rejetter  un  de  chaque  efpece;  enfui  te  on  multipliera 
fuccciRvement  le  faéleur  rationel  J^  par  tous  les  autres 
divifeurs  premiers  refiants  de  T,  puis  par  tous  les  au- 
tres divifeun  premiers  reftans  de  Xy  enfin  par  tous  les 
autres  divifeurs  reftans  de  T  &  de  X;   &  fi  un  de  ces 

produits  que  nous   appellerons  Z  eft  égal  a  7%  ou  a 

X  y  OU  a  T^  X  ^  les  expofàns  p  8c  q  étant  des  nom* 
bres  entiers  )  on  muhipliera  encore  le  numérateur  P  de 
la  fraclion  /  par  Z  ^  &  on  écrira  dans  fon  dénomina- 
teur T%  ou  X,  ou  'T  JLy  au  lieu  du  produit  ^2, 
ce  qui  ne  changera  point  la  valeur  de  la  fraélion  y  y 

&  donnera  a  fon  dénominateur  la  forme  de   T'       X 

r*  7    T-^^  7-*-/^  J""** 

X  5  ou  de  r  A        ,  ou  de  T        X         alors  on  fup- 


pofera  PZz=zn^'^\a^bH'^CH'^^(yc.)y  T=zR^ 
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X=zSy  Texpcfànt  de  T  dans   le  dénominateur,  c'eft  a 

dire,  7 -•■/>,  ou  -^zsA— i,  &  l'expoiànt  de  X,  c'eft 
a  dire,  7,  ou  •;-t.^=^  — i* 


ARTICLE    TROISIEME. 

Application  de    la    Théorie   précédente» 

CCXLIV. 

•  LeMme  •  Si  fdx  eft  la  diffcrentielle  de  Taire  d'une 

courbe,  dont  rabfcifle   foit  Xy  &   l'ordonnée  f=zx'(a 

,^b x^^+cx^^  -+  &c. y ,  on  pourra  toujours  Tin tégrer 
algébriquement,  ou  par  la  quadrature  de  Thyperbole, 
lorfque  Texpoiànt  -^  fera  un  nombre  entier  pofîtif.  Car 
on  n  aura  pour  cela  qu'a  développer  la  puifTance ,  dont 
Texpofant    eft  -?r,   multiplier  enfuite    chaque    terme  de 

cette  puiflance  par  **  J  a? ,  &  intégrer  chacun  de  ces 
termes  feparément;  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  ab- 
folument  ,  ou  par  les  logarithmes .  Mais  lorfque  tt  fera 
un  nombre  rompu,  ou  un  nombre  entier  négatif,  on 
cherchera  l'intégrale  S.ydx^  en  comparant  l'ordonnée 
jf  avec  l'ordonnée  générale  du  Théorème  IIL  réduite  a 

hiormzx'^\e^fx''^gx''^^hx^''^&c.f'^\  8i 

£ee 


/ 
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aura  r./</«=:/(tf-+/«*-4.5«**-4.Ô*c.)X77 


1  «e 


iH^^^i  iL±llLL±lL£ 


,^s^.yc^jj^,y^B^uiA\,  "--ÔV.)  (Art.CCVllI.). 


CCXLV. 


Problème  L    Trouver  Tintégrale  de  la  différen- 


tielle  binôme  h  àxi^a-^b^Y  y  ou   la   réduire  a  la 
quadrature  de  la  courbe  la  plus  (impie. 

Solution  1/    Oa  a  dans  cette  différentielle  l'or- 


donnée y=zx  (^a^^bH''y=ZH  {b'^^ax^'^y  \  oa 

la   comparera   (bus    ces   deux  formes    avec   Tordonoée 


I  „^  —  1  / .    .  y  »  \^  —  t 


I 


H 


(^-f/jf")  en   faifant  g=zo=zBy  &c.  dans 

l'ordonnée  générale,  &  on  aura  Taire  S^j^dx=zx^ (e 

6'r.^(Art*  ccx.)*  Dans  cette  fuite  r=-,  j=rH-A, 


r-*-j .  tf 


- ,  Ô'r. ,   &    en  fubftituant    ces  valeurs  de  A^ 
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By      C,      Vy     &C.y     OD      tfOUVC      S.    f  J  X  =  M^  (c^-^/m" ^  X 


r.r-^  i  .tf  f«r-H-  i  •rH-i.r 


3 

*—  •_  .,,„-,  — 7^     — hCr.  )!  dou  Ion  voit  que 

cette  fuite  finira  après  le  premier  terme,  lorfque  5=a, 
quelle  finira  après  le  fécond  terme,  lorfque  s  =  — i, 
après  le  troifieme ,  lorfque  5  =  —  2  ,  après  le  quatriè- 
me y  lorfque  j  =  —  3  ^  &c, ,  &  que  dans  tous  cqs  Cas 
Taire  S.  fdx  fe  trouvera  en  termes  finis  •  Il  faut  ce- 
pendant excepter  le  Cas,  dans  lequel  s  étant  égal  à 
—  2,  —  3>  &c.y  r  feroit  égal  a— i,— 2,—- 1,0, 
&  en  gênerai  toutes  les  fois  que  r  fera  =0,  ou  un 
nombre  entier  négatif  pas  plus  grand  que  s;  car  alors 
il  eft  clair  que  la  fuite  renferme  neceilairement  quel- 
que dénominateur,  qui  devient  zéro,  Se  que  par  con- 
fequent  la  fuite  devient  infinie* 

11/    En   comparant    l'ordonnée  f   fous    la    forme 

^rÇa^bx'y  avec  l'ordonnée  ^^'^^e-^f^rf'^^  on 
trouve  s'=zayf=.by  S — 1=^3  ^=r-+-i,  A— ^izs-w^ 


'»^-+ 1=^-7^— l-Tg-H-ij  &  Taire  5*./ Jxr=-^  jî 


tH-I 
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-/•^-^'•^-^^•^■i-~«^^^Û'c.y  Cette  aire  fera  algebri- 

que^  OU  exprimée  en  termes  finis,  lorfque  ^^^ —♦•  tst -f^i 

fera   un    nombre    entier   négatif  ou  zéro* 

111/   En   comparant   Fordonnée  /   fous   la    forme 

'$c'''^r^(i^ax-'y  avec  lordonnée  9^^ '^\e-^fx^T'\ 
on  trouve  e:=^by  f-zzza^  P— -i  =r— Ho-tt^  è=z-,  -^ 


j=:r-«-7r.-^i  =.l:;il^— Lj  &  Taire  5'*/^«=— * -^  X 


(f T 1 


cette  aire  fera  algébrique  lorfque  ^  J^  fera  un  nom- 
bre entier  négatif,  ou  zéro,  &  il  faut  remarquer  quoa 
peut  mettre  dans  fon  exprefïïon  «^"^^""^^  (/ï— h^^'/*^* 

au  lieu  de  m'^^'''^^  (b-^ax^^y^^ y  ces  deux  quan- 
tités étant  égales  entr  elles  • 

rV.^  Si  les  fuites  des  aires  font  toutes  les  deux  in- 
finies, il  faudra  réduire  la  différentielle  propose   a  cel- 
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le  de  la  courbe  la  plus  fimple.  On  changera   pour  cela 

l'ordonnée    h   f^a^^b/y  en    celle  d'une    autre    courbe 

d'aire  égale,   en   fuppofant   (Art.  ccxxi.)  itrz=z%\  & 


9  T-^i^...-.  tr 


on  aura  la  nouvelle  ordonnée  ^%       '        {a-^^bz'Y  > 


Sc-%      ^       {a-^b%y y  lorfquon  fuppofera  y^zi  ^  oa 

rejettera  enfuîte  des  expofans  T'^'""^.?! ,   &  tt  autant  de 

fois  — •- 1 ,  ou  —  I ,  qu'il  fera  neceflaire  pour  rendre  la 
nouvelle  courbe  la  plus  fimple  qu'il  eft  pofTible  de  trou- 
ver par  ce  moyen  •  Enfin  on  effayera^  fi  cette  courbe 
ne  peut  pas   encore   devenir  plus  fimple  ,    en   fiippofant 


«=:;j(  Art.  ccxxiv.),  ce  qui  donnera  ^  :s       •"       ^%X 

é 

{a-^b%y=: ^^,\,^,^du{b^auy.  Lorfquon 

aura  trouvé  la  courbe  la  plus  fimple,  on  remontera  de 
fon  aire  regardée  comme  donnée  a  l'aire  de  la  courbe^ 

dont  l'ordonnée  eft  ii^  {a-^b  xY .    Nous    eclaircirons 
les  difFérens  Cas  de  ce  Problème  par  des  exemples. 

Exemple  L  Soit  l'ordonnée  propcfée/^^'^^'X 
( ij -+•  ^ x"^ )~ ^  ;  en  la  comparant  avec  l'ordonnée  x'  {a 


b  x"  y  y  on  trouve  t  =0-  —  i  ^  ir  = —  2  ,  r 


0* 


I       T 


I  ,î=:r— h-TT— M  =  (^  j  &  Taire  S.fdx=:^x^  (a 


*  ■  ^ 
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^«'')""  V -1  )=— — ^^^— •   tous  les   termes   de  la 

fuite  de  Taire  s'evaaouïflaat  après  le  premier. 

Si  on  réduit  Tordonnée  propofée  a  la  féconde  for* 

me  X         [b-^aM     )    >  on  aurar= — ';;^ —  == 


(/7-H-^*')      .1  = ^ :  ;  tous  les  termes  s'eva- 

nouiHaat  après  le  premier,  comme  dans  la  forme  pré- 
cédente. Cet  exemple  eft  pris  de  la  première  Table  de 
Newton ,  forme  deuxième ,  dans  le  traité  des  quadra- 
tures « 

X-^equation  c^/ — a^x — 2r*/**— +-/x*=ro,  qui 
exprime  le  rapport  de  lordonnée  ^,  &  de  rabfdfle  x^ 
qui  pourroit  paroître  très  compliquée ,  rfert  qu  un  cas 
très  fimple  du  précèdent  ;  car  cette  équation  donne  y  =: 

^-^^- -,  qui  fe  réduit  a  celle-<:y    ,  *  * —  a    caufe 

du  quarré  r* — 2c*x^-4-x*,  dont  la  racine  cft  r*— x*  • 

Or  comparant  avec   la  forme  x^~'(^-4-^*')~   ^    on 

trouve  ^— -ii=i,  ouTr=:2,^=:c^,i=  — 1,&  ea 
fubflituant  ces   valeurs  dans  Texprellloa  de  Taire 


»' 
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^y   &  en  multipliant  par  a^  y    on  aura  1  aire 


cherchcc  = •  On  trouveront  1  aîre  dans  la  (e- 

4 

coodc  forme  =: — •  Ces  courbes  qu*on  peut  quar- 

rer  fous  les  deux  formes  font  celles  y  q^u^on  appelle  doubU^ 
menp  quârtables  • 

T 

Exemple  IL    Soît  yzzi^^    ^  {^^^^^Y  y  en 
comparant  cette  ordonnée  avec  x  (^a^^b^y  y  on  trou- 

1  =  -;    &  ces  valeurs    étant    (îibftîtuées   dans  la  for- 

mule  de  Taire  donnent   une  fuite  infinie;   il  faut  donc 
tenter   lautre    comparaifon  y    par  laquelle    00    trouve 


= — 1>  ^=r-4-Tr-+-i=— I ,  &  Taire 


3  3 


l,'(^a^b.'Y(^j^^jj^:^^(a^b.rX 


S 

Exemple   III.  Soit  ^=x''""*(^-*-^*')""%  ca 
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comparant  cette  ordonnée  avec  iT  (a-^btê'Yy  on  troa» 


i«?V*_l-^-•^''/'i 


i  =  r=3,  &  l'aire  5./ii»=-;  «5'(4-i-**'/(- 


i> 


££-t.*!2lL'_iii!l-i-ô*f.  a  l'infini).  Il  faut  donc  ten- 
ter  l'autre  comparaifon ,  qui  donne  r  =:  ^^  =: — 2 , 
î=r-*-Tr-#"i  =  r=:— 2,  &  l'aire  5'./</*= — -  x^'X 

t 

quelle  fuite  ne  donne  point  Taire ,  a  caufe  du  troifieme 
terme  infini  -—  — ^ —  ;  on  cherchera  donc  cette  aire 
par  la  quadrature  de  la  courbe  la  plus  fimple,  en  fup- 
pofant  if''=:  %  ;  d  ou    Ton  tire    x^  '^'^^  d x  {  a  --^  b 9q^ )~  ^ 


=  - «*  J»(//-4-^«)""%   différentielle  qui  dépend  de  la 

« 

quadrature  d'une  courbe,  dont   l'abfciife  eft  «,  &  Tor- 
donnée   (iï-*-^«)"^%    puifquen    retranchant   deux    fois 


Tunité   de   Texpoiant    de   z  * ,   il   relie    %*'  =  i .     Cette 
courbe   eft   une    hyperbole,    dont    Taire    a    pour  diffé- 

rentielle  ■"    ^   =<i— ;,  &  pour  intégrale  j-«i«(«-+j) 


z-fj- 


r 
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montera   par   le    Corollaire    du    Théorème    V.    (  ArL 
CCXVII.)   a   Taire  B  =5*.«</a;(i»-+.^a)""*  =;-"""'' 


à     9 


8c   de  celle-cy  a  Faire   C  =  S'.«*</«(4-+^a)    ' 
•jj— J7-+— L.(— J-);  dou   Ion   tire   laire 


On  trouveroît  aufli  cette  aire  plus  brièvement  en 
divifànt  le  numérateur  de  la  fraftion  -  --^ — ^  par 
(on  dénominateur;   car  cette  fra£Uon  y   en  divifànt    le 


I        s 


numérateur,  &  le  dénominateur  par  by  devient  ip". 


^•-  * 


&  en  (uppofant  j'=^>  on  a  ^^=:» 


r« 


^'-hc 


« 


3^  ;  par    confequent    S.  2 — ?r=:^-^«r«-+rr  JL 

I    », 

comme  on  Tavoit  trouvé  par  la  niethode  de  Newton  t 
Exemple  IV*    y=zs^ (^a^^bx^)    *;  en  compa- 


rant  cette  ordonnée    avec  h  {a^^b/y  y   on   trouve 

Fff 
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dou  l'on  conclut  que,  fi  r«xpo(ànt  r  eft  un  nombre 
pofitif,  la  fuite  de  Taire  ne  finira  point;  mais  fi  t  eft 
un  nombre  entier  négatif,  &  pair ,  cette  fuite  finira , 
&   on    aura    Taire    S,/ du   algébriquement.    Suppofe' , 

par  exemple,  que  r=— 2,  on  aura  r= — -,  x=:c, 


&S./^*=i.-'(4-h*xT(-;) 


I 


SX 


CCXLVL 

On  voit  par  les  exemples  précédents  y  &  par  ce  que 
nous  avons  démontré  dans  ce  Chapitre,  quil  y  a  des 
courbes  doublement  quarrables  y  d'autres  qui  ne  (ont  quar- 
râbles,  que  fous  une  des  formes  de   leurs  ordonnées,  & 
d'autres  enfin  qui  fe  reduifent  a  des  feries  infinies  •  Quant 
a  ces  dernières  nous  avons  démontré  qu^on  pouvoit  les 
comparer  avec  les  quadratures  des  courbes  les  plus  (impies: 
il  fuffit  de  fe  rappeller  les  Théorèmes  fuivans  dont  nous 
avons  donné  la  demoaftration .  Si  A  y  B  reprefeiltent  des 
aires  de  deux  courbes  binômes,    en  (brte  que  Texpofant 
de  R  dans  lordonnée  de  la  courbe ,  qui  appartient  a  Taire 
A  y  furpaffe  d'une  unité  Texpofant  de  R  dans  l'ordonnée 
qui  repond  a  Taire  5,  &  confiderant  Tune  de   ces  aires, 
comme  Taire  cherchée,  &  l'autre  comme  Taire  donnée, 
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oa  aura 


^•^        ^= TTe 

De  plus  fi  -^,  B  reprefentent  deux  aires,  enforte  que  Tex- 
pofaot  de  x  dans  rordonnée,  qui  appartient  a  Taire  B^  fur- 
palTe  de  ;i  rexpofant  de  m  dans  Tordonnée   qui  repond  a 

Taire  -^,  les expreflîons  x  ~^  R  ~*, &  x  '^'^~  ^  R^'^^ 
reprefenteroient  des  ordonnées  générales,  &  on  détermine* 
roit  par  une  aire  donnée  les  aires  de  toutes  les  courbes  bi-^ 
nomes,  puifque  nous  avons  démontré  qu  on  auroit 


Ô  -*-  A  n.f 


4.0      ^— ^^ L. 


V 


Nous  appliquerons  ces  Théorèmes  a  quelques  exemples, 
&  nous  expoferons  dans  la  fuite  de  cet  Article  les  Théo- 
rèmes qui  appartiennent  aux  courbes  trinômes  &c. 
Exemple  V.    Soit    Tordonnée   d'une    courbe 

ou  X        (^-+7  ^  )  >  ^  ctant  un  nom- 


a   ■■  ■■  ^     -     *- 


bre  entier ,  on  aura  par  le  premier  Théorème ,  en  feifant 


$  —  Kn.A  —  «'nR 


^.* — ^ 


i?H-//=Jl,B=      "    llV;;"" ;  ^etantTaire  d'une 
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f — i 


courbe*  dont  lordcmaée rrrri  &-B  T^^  d*une  cour- 


x^-' 


bc*  dcMit   Tordonnée    — — r— •    On    '/oît  que^   fî 

0=^if,  la  courbe  fera  quarrable  algébriquement)  puifque 
•  —  \n=:zo;  autrement  elle  dépendra  de  Taire  A  y  Se  Tai- 

$ X 

re  A  de  Taire  d'une  courbe  dont  Tordonnée 


Si  nous   appelions   cette  aire  C,  on  aura  A  == 


(a  — X —  i.>f)C— jf*  Jl 


.^   D  "^X-^  X 


(_\-i.i j«tf  ;  donC)  fi  9=^\ — i.n  la  cour- 

be A  fera  quarrable  algébriquement ,  &  par  confèquent 
la  courbe  By  qui  dépend  de  A  y  feroit  auflTi  quarraUe; 
mais  autrement  Taire  A  dépendra  de  Taire  Cy  8c  cel-* 
le-cy    de    Taire    d'une    autre   courbe,    dont    Tordonnée 


x'-^ 


{e^fx' 


-— —  )  &  ainfi  de  fuite  jufqua  ce  quon  parvien- 

ne  a  Tunité,  c'eft  a  dire,  aune  ordonnée       ^    :  Donc 

Taire   de  la  courbe    propofée  pourra  fe  trouver  algébri- 
quement  ou   fe   rapporter  a  Taire   d'une   courbe,  dont 

Tordonnée  eft-i— .  Cette  dernière  aire  dépend  dtif'cer- 

cle  y  ou  de  Thyperbole ,  ou  de  Tune   &  de  l'autre ,  com- 
me nous  l'avons  démontré  plufieurs  fois. 

Exemple  VL  Soit    ^     "'^  -    Tordonnée     d'une 
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courbe ,  dont  oa  veut  comparer  Faire  avec  celle  d*une  autre 


courbe,  dont  Tordonnée  fbît  yà^  —  ;c^  y  quon  voit 
aifément  être  celle  d'un  cercle ,  dont  le  rayon  ^^  & 
rabfciffe   «  prife  du   centre.    On  prépare   la    première 

ordonnée  en  cette  forme  ^^~  (4*—**)"^*,  &  Taire 
qui  lui   appartient    foit   nommée    0»  Cette    aire    étant 

fuppofée  donnée,  on  trouvera  Faire  qui  repond  a  Tor- 

1 
donnée  ;«^~   (/>*— •x*)*,  qui  n'eft  que  lordonnée  pré- 
cédente, dans  laquelle  on  a  augmenté  de  l'unité  l'expo- 

faut  —  -  :    foit    «   l'aire  de   cette    nouvelle    ordonnée  • 

En    comparant   avec   le  Théorème   L  précèdent    on  a 

a=^,  B=/?,  ô==3,  «=^2,  A  =  ^,  ^=/?/ï,   &  par 

le  fécond  a  =z ^ ^ ,   équation   des  aires  a 

&  /3.  De  plus  par  le  moyen  de  Taire  a  qui  appartient 


I 


a   l'ordonnée   x^     ^(/a*— x*)*,  on    trouve    Taire    qui 


I 


repond    a    l'ordonnée    *^      ^  (a^  —  x*  ) *  =  1^ a^ — -x*  , 

ayant  diminué  de  deux  unités  Texpdànt  de  x  hors  de 
la  parenthefe.  Si  on  appelle  7  Taire  qui  repond  a  Tor- 

donnée  '^tf^  — x*  ,  &  qu'on  reduife  la  première  ordon- 


414         Elemens  du  Calcul  inte'gral 

née  qui    répond   a  a   fous   cette   forme     k^^^  Ça* 


4-1 


«*)»       y  8c  l'autre  qui  appartient   a  7  a  cette  forme 


l— I   .     «  *x-— « 


«       (a^ — x^)*       j  on   aura^  en  comparant  avec  les 
Théorèmes  3,  4,  B=:a,  A=zyy  A=i,  c=zaay  fzzz 


I 


I  :  don  Ion  tire  7=-^^ ^ ^^—:=^iit^ 


%       % 

— ^—  .^^  m  9r    a 


?y  tM  fubfli tuant  a  la  place  de   a  fa   valeur  trouvée 

cy-deflus .  Donc  /S  =:  y  —  x  l^  a — x*;  mais  7  appartient 
a  Taire  d'un  cercle;  dbnc  /3  eft  égale  a  cette  aire  cir- 
culaire,   moins    le    rectangle    compris    feus    l'ordonnée 

1^  a — K  y  &  rabfciffc  x.  Cet  exemple  eft  très  zxÇéy  & 
nous  ne  nous  en  fervons  que  pour  faire  voir  plus  clai- 
rement le  Cas  dans  lequel  on  augmente  Texpofant  hors 
&  dedans  la  parenthefe. 

CCXLVIL 

Il  faut  bien  obferver  qu  on  pourroît  facilement  fe 
tromper,  fi  on  vouloit  fe  fervir  fans  précaution  du 
Théorème    V.    de    Newton  y    pour   réduire    Tintégrale 

de  la   différentielle  x^ dx{a^^b x" ^^cx' '-+  Ô'c.  )*   aux 
quadratures  des    courbes  les  plus  fimples,  ou  pour  re- 
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monter  de  celles-<:y  a  celles-là*  En  ajoutant  a  Texpo* 
fànt  nr  du  polynôme  un  nombre  entier  z±^>  &  a 
Fexpofant  r  la  quantité  zt»"^,  dans  laquelle  q  eft 
aufli  un  nombre    entier,   l'intégrale  de    la  différentielle 

x'-'^i/*(^-+^;«'-+rx^^-4-eîrr.)'-^  ne  dépend  pas 
toujours  des  mêmes  quadratures,  iorfquon  donne  diffé- 
rentes valeurs  aux  nombres  entiers  f  &  /»;  car,  fi  on 
fuppofê  r*:^  =  —  '^>  Fexpofant  du  polynôme  devient 
zéro,   le   polynôme    devient    =1,   &  la  différentielle 

=:«^~'^</«,  qu'on  peut  toujours  intégrer  algébrique- 
ment, ou  par  la  quadrature  de  l'hyperbole,  de  même 
que  dans  le  cas  ou  tt  -^p  efl  un  nombre  entier  poiî-* 
tif,  quoique  dans  d'autres  fuppofitions  l'intégrale  dépen- 
de d'autres  quadratures.  Par  exemple,   l'int^rale  de  la 

différentielle  dx(^aa^^x%y^^  dépend  de  la  quadrature 
du    cercle,    8c    celle    de    la    différentielle     d9Q(^aa 


xx)  ^'^^  eft  algébrique,  quand  p  eft  un  nombre  en- 
tier   pofîtîf;     l'intégrale    de    la    différentielle  dx(a^^ 

bxy^  dépend  de  la  quadrature  de  l'hyperbole,  &  cel- 
le de  dx{a-^bx)~^  —  ^  fe  trouve  abfolument,  lorf^ 
que  p  eft  un  nombre  entier  quelconque.  Il  en  eft  de 
même  des  changemens  qu'on  bXt  dans  la  différentiel- 
le propofée  par  l'addition  de  zt  (r  y  a  Texpofant  r  ; 
cette   addition    fait,  fouvent   que  l'intégrale    ne    dépend 
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pas  des  mêmes   quadratures;   par  exemple,   Tintégrale 

I 

de   M^d9c(ss*'^9$xy  *  dépend   de  la   quadrature   du 

cercle,  &  celle  de  iT**  ^«(^f^f-^ifâi)     »  k  trouve  ab- 

(blument. 

Pour  éviter  ces  înconvenîens ,  lorfquon  veut  trou- 
ver riatégrale  d'une  différentielle  de  la  forme  que  nous 
venons  de  marquer,  ou  la  cherchera  d abord,  comme 
le  prefcrit  M/  Newton  par  les  deux  formules,  ou  les 
deux  fuites  cy-deflus;  fi  elles  le  trouvent  infinies,  on 
réduira  Tintégrale  cherchée  aux  quadratures  des  courbes 
les  plus  fimples,  fuivant  la  méthode  du  Problème  IIL, 
&  s'il  reftoit  quelque  doute  fur  les  reduélions,  on  re- 
monteroit  par  les  calculs  du  Théorème  V.,  &  de  fes 
Corollaires,  a  Tintégrale  de  la  différentielle  propof^e, 
dont  on  prendra  la  différentielle,  pour  s'afliirer  entière- 
ment. Avec  ces  précautions  la  méthode  de  Newton 
ne  peut  être  fujette  a  erreur. 

CCXLVIIL 

Problème  IL    Trouver   Tintégrale   de    la    diffé- 


rentielle trinôme  9^ {a-^bn  '^cx'^^y ^  ou  la   réduire 
aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples. 

Solution.    On   refondra    ce    Problème    par    les 
fuites,  comme  dans  le  Cas  précèdent. 
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1/     Dans  cette  diffcrentielie  Tordonnée  y=zn  y^ 


ceft  pourquoi   on   la  comparera   fous    ces   deux   formes 

avec  lordonnée  x^ " '  ( <? -h/x" -+g «**)'' ~ ^  ,  qu on 
trouve,  en  faifant  évanouir  tous  les  termes  après  le 
troîfîeme   dans   Tordonnée   générale  du    Théorème    III. 

/~'((?-4-/*''-4-^x*«-4.)&*'''-4.Ô'r.)^~S  &  on  au- 


ra Taire  5'.^//xr=x^(^-4/x">^£x"^;t\-I iLL^k 


f-+  i  .e 


(^i^ti^^^^i:iiii^^/''6v.)(Art.  ccviii.)   en  fup- 


poiànt   dans  cette   fuite  ~=^)  5=r— »-A,  ^=j-+-A, 


T 


2>=,_^iilti2i^ii±iiij2.^,  eîrr.  ;     en    comparant 

l'ordonnée  / ,   fous  la   forme  x*  (  /ï  — ♦•  ^  x'  — •-  c  x*  '  )'^ ,  a- 
vec  l'ordonnée  x  ""'  (^•*+'/*"-+5^*'')^"^S  on  trouve 

r=^-^^,5=r-4-Tr-+.i,r=:f-4-7r-4- 1,  Taire  S./dx:=:z 


Ggg 
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I 


a 


r-+2 .« 


(Je. ^  en  comparant  la  même  ordonna  /  fous  lautre 
forme  i^^'^'i^c-^hx'^^ ^ax^^'^  avec  x'-\e-^ 
/x''-*-^^*")''"^',  on  trouve  e^=c^  f=iby  g=:a  ^  e  = 

j=r-*-"w-+-i  ^    r  =  f-t-Tr-i-i^    &   Taire    S.fdx  = 

I 

fis-t-i)/>B-ht4A\ /(t~*-z)èC'+(t-t-i)aB\  ^^   n 

I 

11.^  Lorfque  Tune  des  deux  fuites  de  Taire  S./dx 
fera  finie  ^  on  aura  Tintégrale  algébrique  de  la  différen- 
tielle trinôme  propofée;  mais  fi  ces  deux  fuites  font 
infinies  5  il  faudra  réduire  cette  différentielle  a  celles 
des   aires  d'autres   courbes  les  plus  fimples,   en   fuppo- 

fant/=:a';  d'où  Ton  tirera /^x(^-4-*x'-t*cif*')*=r 


r 
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vr  -4-»— ■•• 


-%      '        dzÇa-^h  z'^^cz^  "^  y  y  dans  laquelle  on  don- 
nera a  Texpcfant  v  telle  valeur  qu'on  voudra,   8c ^  en  le 


T-|.  I  — 


fuppofant  =  I ,  la   nouvelle  ordonnée  fera  i  z 


{a-^bz^^cz  y .  Enfui  te  on  retranchera  des  expofans 


^ —  y  8c  TT  autant  de  fois  -+■  i ,  ou  — •  i ,  qu  il  fau- 
dra pour  rendre  les  puîflànces,  dont  ils  font  expofans  les 
plus  petites  qu'il  fera  pofTible ,  &  on  parviendra  aux  cour- 
bes les  plus  fimples  y  qu  on  puiffe  trouver  par  ce  moyen . 
Chacune  de  ces  courbes  en  fournira  une  autre  (Art. 
ccxxiv.  )  y  qui  pourra  être  encore  plus  fîmple  y  en  fup- 

pofant  %  ==  -  ;  en  fin  en  comparant  ces  courbes  entr  el- 
les au  moyen  du  Theon  1. ,  &  des  Coroli.  ÎX.  8c  X.  du 
Théor.  VIL,  on  pourra  encore  quelquefois  en  déduire 
d'autres  courbes  plus  fimples .  Lorfqu'on  aura  trouvé  deux 
courbes  les  plus  fimples  y  on  regardera  leurs  aires  comme 
données,  &  de  la  on  remontera  (par  le  L^^  Cas  du  Theon 
V. ,  ou  par  le  Cas  du  trinôme  )  a  Taire  qu  on  cherche . 

111/  Avant  d'eclaircir  ce  que  nous  avons  dit  par  des 
Exemples,  il  fera  a  propos,  pour  éviter  la  longueur  des 
calculs,  d'examiner  la  ferie  précédente,  &  d'en  déduire 
quelques  règles,  pour  connoître  fi  une  courbe  trinôme 
cft  quarrable  •  Ayant  fubftitué  dans  la  forme   générale 


/^ 
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des  courbes  trinômes  les  valeurs  particulières  de  la  cour- 
be propofée ,  s'il  arrive  que  deux  termes  confecutifs  de 
la  ferie  pris  feparément  foient  égaux  a  zéro,  la  courbe 
eft  quarrable,  &  ion  aire  eft  exprimée  par  la  partie  de 
la  ferie ,  qui  précède  ces  termes  ;  pourvu  qu'aucun  des 
termes  precedens  ne  devienne  infiniment  grand ,  par  la 
fuppolition  de  r  égal  a  zéro  y  ou  égal  a  un  nombre  en- 
tier négatif  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels ,  ou 
qui  précèdent  les  ternies  égaux  a  zéro;  c'efl  a  dire  que, 
fi  la  ferie  ne  contient  que  deux  termes,  il  ne  peut 
arriver  que  r  =  o,  ou  r=:-— i;  fi  elle  en  contient 
trois,  r  ne  peut  être  =o,  =— i,  =  —  2,  &  ainfi 
de  fuite  ;  Taire  deviendroit  alors  infinie  •  On  fera 
convaincu  de  cette  règle  par  la  feule  infpe£lion  de 
la  (èrie;  il  fuffit  d'obferver  quil  ny  a  que  deux  coef- 
ficiens  tels  que  A^  B,  C,  D,  &c.  dans  chaque  ter- 
me complexe  de  cette  fuite,  &  ces  lettres  -4',  B,  C, 
D,  &€.  dénotent  deux  a  deux  les  coefficients  des  deux 
termes,  qui  précèdent  immédiatement;  de  plus  chacun 
de  ces  coefficiens  eft  fafteur  de  l'une  des  deux  parries 
du  numérateur,  dans  lequel  ils  fe  trouvent.  Cela  e- 
tant  confideré,  il  eft  évident  que  fi  deux  termes  quel- 
conques confecutifs  s'evanouïflTent ,  8c  par  confèquent 
leurs  coefficiens  reprefentés  par  ^,  J8,  C,  D,  (^c.y  il 
faut  au(C  que  le  terme  fuivant  devienne  égal  a  zéro, 
puifquil  conrient  des  coefficiens  =(>,  &  par  la  même 
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raifon  tous  les  termes  fuivans  s*evanouïront  a  Tinfini; 
donc  la  courbe  fera  quarrable^  a  moins  que  par  la 
fuppoiîtion  de  r=o,  ou  a  quelque  nombre  négatif 
entier  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels  de 
la  fuite,  il  n'arrive  que  le  dénominateur  de  quelque 
terme  devienne  zéro,  le  numérateur  reftant  réel.  Dans 
tout  autre  Cas,  û  deux  termes  confècutifs  de  la  fui- 
te font  =0y  tous  les  termes  fuivans  a  Finfini  devien- 
nent zéro,  &  la  fuite  finit,  ou  commencent  les  deux 
termes  ^ux  a  zéro.  Il  eil:  clair  quune  courbe  de 
cette   forme   neft    pas   quarrable   par    le    feul    premier 


1 


terme  de  la  fuite  ^.   oo^C'^/x'-^gx^'')^  .  Car  fup- 

pofons  que  tous  les  termes,  excepté  le  premier,  foient  =e>, 

on    aura   le  troineme  terme  — s=s **"=(?, 

&  puifque  le  fécond  terme  =  a,  8c  par  confequent  fon  coeffi- 
cient J5=a,  il  s'enfuit  que  rgA=io^  ce  qui  ne  peut 
arriver  icy,  que  lorfque  ^=^;  de  plus  le  fécond  terme  — 

^^^  ,x^=:oj  ce  qui  ne  peut  arriver  dans  ce  Cas,  que 


i.e 


lorfque  5=0;  Donc,  fi  tous  les  termes  de  la  fuite, 
excepté  le  premier,  s'cvanouïffent,  il  faut  que^=:o 
=  5;  mais  ^=5— i-A,  doncA=zo;  de  plus  r=5 — A, 
&  par  confequent  r  =  o;d'ou  il  fuit  que  le  premier  ter- 
me de  la  fuite  efl  infini,  &  par  confequent  la  courbe 


I 


I 


I 


I 
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n'eft  pas  quarrable*  On  peut  appliquer  ce  raiibnement 
aux  deux  cas,  qui  expriment  Taire  de  la  courbe  dans  la 
fappofitioa  de  n  affirmatif,  ou  négatif*  Si  on  parvient 
dans  lun  &  l'autre  cas  a  deux  termes  confecutifs  qui  fo* 
yent  égaux  a  zéro ,  la  courbe  eft  doublement  quanrable  • 
Mais  il  Êtut  obferver  que  r  étant  un  nombre  entier 
négatif,  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels  de  la 
fuite ,  Taire  peut  être  finie  &  la  courbe  quarrable ,  lorf* 
que  le  numérateur ,  &  le  dénominateur  s'evanouïflent  tous 
les  deux .  Ainfi  dans  le  cas  de  r  .=  —  2 ,  le  dénomina- 


teur du  troifieme  terme  =  r-+-2.^,  ce  qui  rend  le  ter- 
me infini,  &  par  confequent  aufTi  Taire  infinie,    pourvu 


que  le  numérateur  5-+-  i.fB^^tgAnt  devienne  pas  en 
même  tems  =0;  car  fi  le  numérateur  =:a,  le  troifie- 
me terme  eft  aufll  =:  <> ,  &  par  confequent  la  courbe  eft 
quarrable  fous  les  conditions  précédentes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pourra  (êrvir  a  ^e 
découvrir  plufieurs  conditions  dans  Tordonnée  de  b  cour- 
be propofée  qui  la  rendront  quarrable*  Soyent  fuppofés 
le  troifieme   &  le   quatrième   termes  =0,  ceft  a  dire 

=:o;  on  aura  C  =  —  P == — ^—)=o, «par  con- 
fequent en  fubftituant  zéro  a  la  place  de  C  dans  la  fe- 


i 
I 

! 
i 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
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.3* 


conde   équation  y  &   divifant  par   —  t^— ^   y  on  aura 


^— I-  ugB=zo;  &  par  ce  que  ny  g  y  ny  B  ne  font  égaux 
a  zéro  y  il  s'enfuit  que  r  -»- 1  =  0 ,  our  =  —  i  :  donc  s 
zzzf — \=z —  I  —  A,   &  r=zs — A=: — ^i  —  2  A;  & 

en  fubfti tuant  ces  valeurs  de  y  &  de  r  dans  la  première 
équation ,  nous  aurons  —  l  == — ^-  J  *     =  0 ,    & 


.19 


en   divifant  par  —  -^       y  on  aura  —  A/!B  — g  A=z a 
fubflîtuant  a  la  place  de  JB  fà  valeur  y  c^efl  a  dire  y  — 

5==—  = TT^--  y  on  aura pA'=zo^ 

&,  en  reduifànt ,  A=:  -iî^  — •  i  •  De  plus  -  =  r  =  —  i 

—  2  Ardonc^  =  1  —  ^^;  dou  Ton  tire  cette  réglé ^  que 


A  étant  =  -^  —  i ,  &   -=:  i  —  ^-^,  le  troifîeme  8ç 

le  quatrième  termes  de   la  fuite  s'evanouïfïènt ,  &  par 
confequent  la  courbe^  dont  l'ordonnée  eft  telle^    que   A 

=  i^ — I,  &  -= — inféra  quarrable,  pourvu  que 

I — ^,   qui  eft  la   valeur   de  -,  ou  r,  ne  foit   pas 

=  0,   comme  nous  avons  démontré.    Il  eft  évident  qu'- 
au lieu  de  confiderer  le  troifîeme,  &  le  quatrième  ter- 
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mes  égaux  a  zéro,  oa  pourroit  confiderer  le  quatrie* 
me  &  le  cinquième,  le  cinquième  &  le  iixieme,  & 
ainfi  de  fuite  deux  a  deux,  mais  on  arriveroit  a  des 
équations  élevées,  &  trop  compliquées;  il  fuffira  d'afli* 
gner  certaines  conditions ,  (ans  lefquelles  une  courbe 
trinôme  ne  peut  être  quarrable. 

1/    Si  --4- 2  A,    &   —--+-2    font    =(?  ,    ou 

font  des  fra£lions  quelconques,  ou  des  entiers  pofitifs, 
la  courbe  neft  pas  quarrable;  car  les  deux  expreflions 
précédentes  font  les  deux  valeun  de  t  conformément 
aux  deux  formes  de  l'ordonnée:  or  nous  avons  démon* 
tré  que  les  feries,  qui  expriment  Faire,  ne  peuvent 
être   finies,  a  moins  que  /  ne  foit  un  entier  négatif, 

11/    Si  -,  8c  — -— 2X-+2  font  =0,  la  cour- 

be  n'eft  pas  quarrable;  car  ce  font  les  deux  valeurs 
de  r  correfpondantes  aux  deux  expreffions  de  lordon- 
née.  Or  dans  ces  cas  Taire  eft  infinie,  comme  nous 
avons  démontré . 

111/  Si  Arra,  la  courbe  neft  pas  quarrable;  car 
dans  ce  cas  r=:^— 2A=:^,  mais  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée,  fi  t  nefl  pas  un  entier  négatif.  De  plus 
fi  t  étant  un  nombre  entier  négatif ,  la  fuite  fe 
trouve  interrompue,  le  dernier  terme  réel  de  la  fuite 
devient  infiniment  grand;  car  le  dénominateur  eft  =o, 
quand  r=:^,  &  t  un   nombre  entier  négatif,  &  par 

con* 
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confequent  Faire  eft  infiniment  grande.  Il  nous  refle 
maintenant  a  déterminer  par  ces  obfèrvations  les  dilTé* 
rens  cas,  dans  lefquels  une  courbe  trinôme  y  dont  l'or- 
donnée a  la  forme  «•"~'(^— h/x^^+^x*")^"^*  eft  quar- 
rable,  ou  ne  Teft  pas,  &  fi  elle  eft  doublement  quar- 
rable. 

On  réduit  dabord  l'ordonnée  a  la  forme  dans 
laquelle  n  eft  affirmatif,  &  on  la  compare  avec  les 
conditions  précédentes.  Si  on  trouve  quelqu exception 
qui  empêche  la  courbe  d'être  quarrable,  alors  il  eft 
inutile  d'aller  plus  loin;  mais  fi  on  n'en  trouve  aucu- 
ne ,  il  faut  mettre  l'ordonnée  fous  l'autre  forme  ,  dans 
laquelle  n  eft  négatif,  &  on  cherchera  les  deux  va- 
leurs de  f  dans  l'une  &  l'autre  expreffion  de  l'ordon- 
née; ces  valeurs  font,  ou  toutes  les  deux  des  nombres 
entiers  négatif,  ou  une  feulement.  Si  on  ne  trouve 
qu'une  valeur  de  /,  qui  foit  un  nombre  entier  néga- 
tif, on  n'a  befoin  que  de  la  ferie,  qui  appartient  a  la 
forme  de  l'ordonnée,  dans  laquelle  f  eft  un  entier  né- 
gatif; mais  fi  les  deux  valeurs  de  f  font  des  entiers 
négatifs,  il  faut  éprouver  les  deux  feries  dans  la  forme 
de  n  pofitif,  &  de  »  négatif.  Si  une  des  valeurs  de 
f  feulement  eft  un  nombre  entier  négatif,  il  faut  que 
r—hi  foit  =0,  ou  ^-+-2  =  0,  ou  x-+3=o,  Ô'r. ; 
&  ayant  fubftitué  ces  valeurs  particulières  dans  tous 
les   termes   de   la'  ferie  depuis   le   premier,   jufqua    ce 

Hhh 
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quon  arrive  au  terme  de  la  ferie  qui    précède    immé- 
diatement celui,  ou  r— hi=o,  x-4-z=:a,  /— 1-3:^=0, 
Ô'c;   fi  ce  terme   n'eft   pas  =0,  la   courbe  n*eft   pas 
quarrable;    mais  fi   ce   terme   eft  =a,  elle  pourra  fe 
quarrer,  pourvu  que  r  ne  foit  pas  =^9  ou  uu  nombre 
entier  négatif  aufli  petit,  ou  plus  petit  que  r;  fous  ces 
conditions  la  courbe  eft   quarrable,  &  fon  aire  eft  éga- 
le a  la  partie  de  la  (èrie  qui  précède  le  terme  =0. 
Si  les  deux  valeurs  de  f  etoient  des  nombres  en- 
tiers négatifs,  il  faudra  eflàyer  les  deux  feries,   comme 
nous  avons  dit,  &  s'il  arrive  que  dans  aucune  des  deux 
le    terme  qui  précède  immédiatement   celui,  ou  r-4-1 
r=:a,  ^— ♦•2=t>,  (^c.  ne  foit  pas  =0,  alors  la  courbe 
n^  pas   quarrable;  fi  cette   condition  (è    trouve  dans 
Tuue,  elle  eft  quarrable  par  cette  ferie;  fi  dans  toutes 
les  deux,   elle  eft  doublement  quarrable,   avec   les  ex- 
ceptions précédentes,  que  r  ne  foit  pas  =0,  ny  aufli 
petit,  ou   moindre  que  f.  Ces  règles  ne  peuvent  avoir 
aucune   difficulté,  fi  on  confidere  la  forme    des    fuites 
précédentes  avec  attention;   cependant,   pour  ne  laiffer 
aucun  doute,  il  eft  a  propos  de  faire    voir  plus  claire- 
ment que,  fi   le  terme  de  la  ferie  qui  précède  immé- 
diatement celui   ou   t^^i=zoy  /-—h 2  =  a,  /— 1-3=(7, 
CÎTr.  neft  pas  égal  a  zéro,  la  ferie  devient  infinie.  Soit, 
pour  cela,   fuppofé  /•=— -2,  ou  /-—h  2=0;    le    terme 
ou   fe  trouve  ^  -+  2  eft  le  cinquième .  Suppofons   main* 
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tenant  que  le   quatrième    terme   —^ 

l^'-^-^f^^'^^ihLyi-  ne  foit  pas  =0,   la    fuite 

eft  infinie.  Car  fi  elle  etoît  finie ^  le  quatrième  ter* 
me ,  ou  quelque  terme  après  le  quatrième  devrott  être 
le  dernier  terme  réel  de  la  fiûte  •  Or  ce  terme  ne 
peut  être  le   quatrième;  car  puifque  les  deux   termes 

0,  puifque  E  efl  le   coefiicieut  du  terme  précèdent 


f(^-^*)f^O^^.)l^D\^,.^      a    feut    que    E   foit 


D 


qui  eft  =^0  1  donc  ^j!2lJ    m^^:=zo^  &  par  confequent 

^— i-3.gD  =  o;  mais  g  ne  peut  être  zéro  par  la  na- 
ture du  trinôme^  &  D  ne  peut  être  zéro  (par  fuppo* 
fition),  puifquil  eft  un  coefficient  du  quatrième  ter* 
me;  donc  /-4-3=o,.  ce  qui  eft  contraire  a  la  fuppo 
fition,  car  r— 4-2=0;  on  voit  par  le  même  raifone* 
ment,  que  le  5*,  6^^  7%  &c.  terme  ne  pourroient  être 
les  demien  termes  réels  de  la  fuite,  qui,  par  confe- 
quent, feroit  infinie.  La  demonftration  eft  la  même  ea 
fuppoÉtnt  t=z — I,  r= — 3,  ^= — 4)  Ô*r.,  quelque 
foit  le  nombre  entier  négatif  =r. 

JExEMPLE  L  Soit  ■ —  ^  <=z/  ;  on  re- 
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duit  cette  ordonnée  a  la  fonne  an^^^^  (  a— i-j*^ 


I  — I 


jn*)^       *   &   on  a  en   comparant   A=- ,  flr= — 5, 

«=3»  ^=-;="~i>   ^=î>/=3»  ^  =  3;  donc 

^  =  7=7?— i;    de  plus  r=—i.  =1-.  ^  ; 

d'où  Ton  conclût  par  les  règles  précédentes,  que  la 
courbe  peut  être  quarrée;  en  effet  (ubftituant  les  valeurs 
déterminées  dans   Taire  générale  de  la  courbe   trinôme , 


on  trouve  Taire  propofée  -^ .  4f  r  2  -4-  j  «'—H  3  x 


|-.,.^,_,^-.,..=(^_^)x 


I  OJT 
5 


iil^i-+-3  ji?'-*-3x*,  tous  les  termes  de  la  lerie  deve- 
nant ^=^0y  a  caufe  de  ^=:r-4-aA= — i.  On  compa- 
reroit  de  même  cette  ordonnée   avec  Tautre  forme. 


Exemple  IL  Soit  Tordonnée /=:x      ^  Ça-^ù/^ 
rx**")""'  ;    en    la    comparant    avec   n^ {a-^bx  '^ 


cn^^y^   on   trouve   r=zcr  —  i,    irz=z — i,   r=^^^ 


tf" 


=  r,5=r-4-^-+-i=i,/=5-hTT-+i=:i ,  d  ou  Ton 
voit,  fans  aller  plus  loin,  par  la  règle  précédente,  que 
la  courbe  n*eft  pas  quarrable,  &  en  effet  en  fubftituant 
ces    valeurs   dans   la   première    fuite  de    Taire,   on   a 
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1 

rinfini),    &    par  1  autre  comparaifon    on    trouve   r=3 


T-H-  »«•<-— ff  .^^  ,  ,         . 


> 


par   ou   Ton   voit  de  nouveau   que  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée;  ce  qu'on  connoît  d'ailleurs  en  fubflituant; 

T 

car   S.fJx=zx^^( f ; (yc.   a    l'infini  )  . 

Les  deux  fuites  de  l'aire   étant  infinies^  il  faut  réduire 
l'intégrale  cherchée    aux  aires  des  courbes    les  plus  fim- 

ples.     En  fuppofant  9c'  =  Zy  on  trouve  la  différentielle 
propofée  x'~'  dx{a^^bx^ ^^cn^^)     '=  -dz(a'^iz 


cz 


ire  —  ^t"^ 


iz^-i-él  jgj2_^ti«+i  ZZ-^2qZ'^fiy 

c  t 


en 


fkîfant   -  =  2  f ,  &  ^  =^  .     En    fuppofant    encore 


^=:«,  on  aura  dxr^duj    «»-+2^%-4-/>=i»« 

^dz  —  </» 

/^~^^>  &  ^^^,^^,^^  =  ;;I^^_yy>Orfi/>— ^^=rr 

on  aura  S.  ^^  ^  =^%   arc   de  cercle,    dont  le  rayon 
cft  r,  &  lîi   tangente  «r;    par  confequent   S,  J^^,,  == 
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7^;  enfin,  ^  p^qq^  ou  fi  p — ^^:=— rr,  on  auia 


Exemple   IIL   Soit  l'ordonnée  f=zu^        ( 

^**^— i-r**')~*;   on  trouve  par  les  comparaifons   que 
les  deux  fuites    de  Taire  S.ydn  font  infinies:   on  fera 

donc    9$^=^Zy    &    on    aura  /ijir=i- sis (ii—t-^s-^ 

czxy^^y  différentielle  qui  k  réduit  a  celle  de  lexem* 
pie  précèdent  -i/«(4-t-^«-*-f  ««)""%  en  retranchant 


l'unité   de   Texpoiànt   i   de  s;    on  réduira  donc  cette 


différentielle  a  la  forme  ^^^^^^^^  comme  dans  l'exem- 
ple précèdent;  &  par  ce  qu'on  a  fuppoië  z-4-^=»,  on  au- 

qdu  ^     &  la   différentielle 


zdz  mdm 

zdZ 


par  confequent  l'intégrale  S.  — IL =  JL  5: 


mdu  q    ^  du 


il*. 


mit^t-p—qq  't       um 


-rr — rt  .  Or  on  a  deia    trouvé 


l'intégrale  S".  ^^,^^_^    dans   l'exemple  précèdent,   & 


-r 


* 
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l'intégrale  S,  ^ ^    "/l   ^  =^X„(i»»-f.;.— ^^),   corn- 


me  on  la  trouve  en  fuppofàot  fiii=:^x^  ce  qui  donne 

Il  ^«   =  -  rf  jLt  ,  ^^  =    — —  ,  &  S.  ^^ 

=z^L.(ti-+p — qq)  =z^  L.(utt'^p—qq)  .   On  peut 


intégrer  de  la  même  manière  la  difTérentîelle  >     ^      ^ 

lorfque  Texpofant  f  eft  un  nombre  entier  pofîtif  quel* 
conque  )  en  diviiant  le  numérateur  par  le  dénomina- 
teur;  car  fi  on  a  ^   par  exemple    la    difierentielle 

2_2 on  trouvera  par  la   dîvîfîon  — -7 — ■ 

:=^dz—2qJz^±l^^^^=^^^^^:^^2l£l;   différentieUe 

^  zz^^-iqz  -^p  ^ 

qu*on  pourra  intégrer  par  parties* 


tn  ^ 


Exemple  IV.  Soit  1  ordonnée /=«  *  (/^H* 
^;c''— ♦-c«*'^)~%  m  étant  un  nombre  impair  &  pofitif. 
En  fuppofant  /-==:%  ^  on  trouve  la  différentielle /^x=: 


tw  y 


d%(,a-^b%'^ci^'T^=^\rr^^à%{a 


h%  -^cvsf^Y^^  n^  en  faisant  j  ==,2,  En  retranchant  de 
lexpofant  m  —  i  ,  TexpQfant  »  ou  2 ,  autant  de  fois 
quil   faut,    pour  quil  ne   refte   rien,    on   réduit    cette 
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difi^rentielle  z-dz  (  a-^ i  «*  — ♦•  r a^)     * ,  qui  cft  la  plus 

(impie.   Or  nous  avons  trouvé  (LXIX.)   par  les  qua- 
dratures des  re£lions  coniques  les  deux  intégrales  S.dxX 

au   moyen   defquelles  on  peut  (par  le  Theon  V.)   re- 
monter fuccef&vement  aux  intégrales  S.z^JzÇa-^bz^ 

cz^r'\S.z\jz(a^bz^^cz^)^\S.z^dzX 
(^— 1-^  3i*-4-ra;*)"~%    (^c  &    parvenir    a   Tintégrale 


S.z"^*     ^  dzÇa-^bz^-^cz^  )     ^y    quil   faudra   multi- 
plier par  za-y  pour  avoir  l'intégrale  cherchée.   Car  en 

fuppolànt  R=ze^hfz^+gz^^==ia^^bz^-^cz^y  ^= 

ayf:=:=bjg:=^Cyn:=:iyZ         R         dz:=izdz{a^ 

bz^^cz^)—^^   ô— l=a,   fl  =  i,    A— j=  — I, 

&  enfuite  S".  «'-"'  R*"  Va=5,</«(tf-i.A«'-+.f«*)-» 

(  4 -+/>  a* —i-f  «*)""*=:  C ;  on  aura  (  Art.  ccxiii.  )  l'équa- 
tion  ^%* lC:=:reA-¥sfB-¥tgCy  ou   ^x=z^aA'-t' 
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LhE-^- i cC;  d'où  l'on  tire  rintégnde  C=  ^~^^~^^ . 
Oa  la  trouve  plus  brièvement  en  divifàat  le  numera- 
teur  de  la  différentielle  -— — rr*—  P^  ^û  denomîaa- 


teur,  ou  en  la  reduifant  au  quotient -1/ as—  ~ 


L^àx 


C'zr-^b^'^'^a 


.  \  ^ ,  dont  Tintegrale  eft  •-  « S.  %  d%(a-^ 


même  que  C. 

I 

Exemple  V.  Soît/=x'"''^*  (a-^bx"^  -i-cx^^y  ^ 
m  étant  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  En  fuppo* 
fant;*'^^:^,  on  trouve  /dxzzz-^  zT'^^ dz  (a^^bz 


I 


r%*)   ,   qu'on   réduit  a  la  différentielle  la  plus  fimple 


I 


-^dzÇa^^bz'-^cz  )    ,  dont  on  a  l'intégrale  par  les 

quadratures  des  fe£lions  coniques  (Art.  LXix.  )•  Mais 
comme  Fordonneé  /  eft  un  trinôme,  on  a  befoin  d'une 
autre  ^  intégrale  convenable  ,  pour  trouver  celle  de  la 
différentielle  propofée  par  le  Theon  V.  On  peut  pren- 


dre S»zdz(a^-+bz''^cz^  y  ^  que  nous  avons  trouvi 

lii 
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par  les  quadratures  des  fedioos  coniques,  &  au  moyen 


de   ces   deux  int^rales   S,  J%  (a^*-b»-^cz.  )*  ,   & 


'S*z,dx(a'-^hz'+cx  )     regardées  comme  données .  On 
trouvera  par  le  Theor.  V.  fucceflivement  toutes  les  au- 

ores  intégrales  S*  «V«(4-+^%H-f«*)*>  S,z^dz{a~h 

I 

S. «~ ^  d%{a'^b%-^e%^y  ^  &c.  •  On    pourroît   auffi 

fuppofèr  %  =  »"■';    ce  qui   donneroit  dzÇa^^èz^ 
I  £ 

r«*)*=  —  u^^ du(au^ -^èu-^cY  y  dont  Fintégrale 
fe  trouve  par  les  quadratures  des  ferlions  coniques,  en 

Édlant  u  ==  x^ '  ^   &    par  ce   qu'on  a  auffi  Fintégrak 


S.  du  (au^-^bu^^cY    par    les    mêmes    quadratures, 
on  pourroit ,  au  moyen  de  ces  deux  intégrales  données 

trouver  fuccefllvement  toutes  les  autres  S^.  u~^  du(au^ 


tu^cYjS.u-^du(au^^hu^cY  ,  S.u-^du  X 


(  a «*— I- bu.^cY  ^  ^c. ,  qui  donneroîent  Tintégrale  de 
la  dHTérentietle  propofée  dans  tous  les  cas,  en  remet- 
tant %  au  lieu  de  u^ ' . 


I.  Partie.  Chap.  VI.  4jj 

CCXLIX. 

Les  exemples  précédents  dépendent  de  la  compa* 
raîfon  des  aires;  il  fera  a  propos  de  rappeller  icy  le 
Théorème  gênerai   pour   les  courbes  trinômes,   &  d'eo 


s 


ê  ^— ^ 


tirer  quelques  confequences  :  foit  --,  ou  j»  Jl        laire 


A^ 


d'une  courbe,  &  foit  -R=:^-4-/*''-+^«r**;  nous  avoas 
démontré  que  l'ordonnée  de  cette  courbe  eft  = 

fi  Fordonnée  eft  compofée  de  différentes  parties,  on 
pourra  regarder  chaque  partie  comme  les  ordonnées 
d autant   de  courbes;   dou  il  fuit  que   fi  A   eft   Taire 

d'une  courbe  «  dont  l'ordonnée  eft  -^ —  :  B  l'aire  d'une 
courbe  •  dont  l'ordonnée   eft    — rr— î  C  l'aire   d'une 

courbe  *   dont  Fordonnée  eft    — r-rr-  f  on  aura  6  e  A-^ 

fl  — A»./jB-^fl  — 2A».5C=«^R~\  8^  par  la  mê- 
me raifon,  fi  D  eft  l'aire  d'une  courbe,  dont  l'ordon- 


•  h-3«  — I 


née  eft   ^ ,  on  aura  «—»-».  eB^-k-i-^n  —  \n.fC 

ô-+;i— -2  \n.gDz=z  .2-j^    fuppofons  maintenant    F 


V 
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Taire  d*ttiie  courbe^  dont  rordonoée    — -->  &  G  Faire 

d^une  courbe^    dont   Tordonné^e    ^  ea  fubftituaDt 

/ji*-4-gx**  a  la  place  de  iR>  &  multipliant  par 


«— ,  on  aura  liî-^t£2 ztif =^,  & 

-^^'^ iLâl-J =ï ,  &  par  cou- 

fequent  i?-/f-4-/B-4-5C=F,  &  <?5-+/C-4-gD=G; 

ce  qui  fournit  quatre  équations^  par.  lefquelles  on  pour- 
ra déterminer  les  rapports  des  fix  aires  Ay  By  Cj 
DyFyGyScta  faifant  difparoître  par  le  moyen  de 
ces  quatre  équations  trois  des  aires  ^  on  aura  le  rap- 
port des  trois  autres^  ainfî  après  avoir  fait  difparoître 
par  le  moyen  des  équations  précédentes  les  aires  By 
Cy  Dy  on    trouvera  A=z 

(f^.ff-\^z$—^\n^g)T-^—n^2KnJgG—(ff—zeii)x'R'^ 

comme  il  eft  démontré   (Art.  ccxvi.). 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que  la  courbe  eft  quarrable 
fi  b-^Xn.ff^i^Kn — z^.eg^  &  en  même  tems  n — 
2\n=z^y  comme  nous  lavons  déjà  fait  voir  d'une 
autre  façon.  Mais  s'il  n'arrive  ny  l'un  ny  l'autre,  ou 
l'un   des  deux    feulement ,   la  quadrature  de  la  courbe, 
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à(mt  Tordoonée  eft  ■■  ^7  dépendra  de  la  quadrature  de 


j— I 


^.     -       ^      J-^f-^ 


deux  courbes  9  dont  les  ordonnées  font  — --^  &  ^ 

ou   de  Tune   des  deux    feulement*   Mais    Taire   d'une 
courbe^  dont  1  ordonnée  — ---  dépend  des  aires  de  deux 

R 

courbes^  dont  les  ordonnées  (ont      ■_-  ^  &  î ;    de 

plus   la    quadrature   de  la  courbe^  dont  Tordonnée   eft 
— j — ,  dépend  des  aires   des  deux  courbes,  dont  les 


R 


^J  -Ml  —1  «^  "*"   *  ** ' 


ordonnées    font    î^ — --^  &  ^~: — ;^ — ;  donc   on  a    re- 

duit  la  quadrature  de  la  courbe  propofée,  a  la  quadra- 
ture des  trois  courbes,  &  par  confèquent  elle  fera 
quarrable,  fi  chacune  d^elles  peut  être  quarrée*  Mais 
s'il  arrive  qu  aucune  ne  foit  quarrable,  ou  une  d'elles 
feulement,  alors  la  quadrature  de  chaque  courbe  relian- 
te dépendra  de  la  quadrature  des   deux   courbes,  dont 

les  ordonnées  feront  afFeélées  du  dénominateur  R  , 
&  en  diminuant  les  expofans^  on  réduira  enfin  la  qua- 
drature propofée  aux  quadratures  les  plus  fimples.  Ainfi 


.(1—1 


la   courbe ,    dont    lordonnée  eft    , rrrrr  ,  ^ 

étant   un  nombre   entier,  pourra    toujours  être  quarrée 
exaélement,   ou    fa   quadrature  ne    dépendra    que    des 
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ièdîoDs  coniques^  Texpolant  du  dénominateur  étant  ré- 
duit a  Tunité^  ce  que  nous  avons  déjà  démontré  au- 
trement • 

S'il  arrive  que  dans  rexprelTion  de  Taire  A^  on 
ait  \eg — ff=zo^  il  eft  clair  que  Taire  A  difp> 
roitroit  de   Tequation   précédente,    &  la   courbe    dont 

Tordonnée  eft  — ^ ttitt:  ^  reduiroit  a    un   hi- 

nome,  puifque   Tordonnée    précédente    deviendroit 

^^^^  .  ,  ,^^^  :   car  en  fubftituant  a  la  place  de  >?  fà 

valeur  -^^  •  on  auroit  — — rr rrrr-  = 

Jil2 — rrrrr;  n^ais  Taire  d'une  courbe  qui  aurait  cet- 
te   ordonnée    dépend    de  la   quadrature   d'une   courbe, 


*•-» 


dont  Tordonnée  eft  —  %  comme  il  eft  évident  par 

les  redu6lions  précédentes;  donc  le  cas  propofé  devien* 
droit  plus  fimple  dans  cette  fuppofition,  &  la  démon- 
ftration  donnée  par  lAJ  Newton  fubfifte  dans  ce  cas 
qui  n'en  devient  que   plus  facile. 

CCL. 
Problème  IIL  Trouver  l'intégrale  de  la  diffîren^^ 


L  Partie.  Chap*  VL  4J^ 

tîelle  quadrinome  x  dx{a''^bx^ -^c^^'^^^d^ia^  )*  ^  ou 
la  réduire  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  (impies. 

Solution  •    Oa  refoudra  ce  Problème  y  8c  tous 
les  autres  du  même  gem*e  comme  les   deux  précédents. 

Dans  celui-cy   oa  aura  l'ordonnée  /=:x^(4— t-^j^''— *• 

4af""*^)';  on  la  comparera  fous  ces  deux  formes  avec 

l'ordonnée  *  ~  '  (r-4-/*'*-^^**'*— h/&x'^)  "^^^  qu'on 
trouve  en  faifant  evanouïr  ks  coefficients  de  tous  les 
termes  après  le  quatrième^  du  polynôme  -R,  &  en  fup- 
pofant  a=iy  b=z^y  cj=:q^  C^c.  dans  l'ordonnée  géné- 
rale   *'-'R^~'(^-^^x''-H-(rx*"-H-6^rO   du   Theor. 


«  r»K  /T  sfA 


IIL,cequidonQeraraireS'./^*  =  x'R^(^~=^i^*^ 
— ^c.  );  &  dans  cette  fiiite  on  aura  r  =  ^,  5=:r-4-A, 


l  .f 


> 


(ÎJ'f.   On  comparera  lordonnée  /  fous  la  formie  *^(^-4- 
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A»'-+.c**"-^i/V)'  avec  loidoaoéc  *^-'(r^/»* 

-+^«**-*-A«'*)^~%    &   <Mi  déterminera  les   valeuis 
des   lettres   r,/,  g^  by  9y  A,  »,  r,  j,  r,  Uy  Ay  Jî, 

Cy  Dy  Ù'c.y  quoa  fubftituera  dans  Texpreflion  de  Faire 

S.fdx.    Si  la  fuite  de  cette  aire   fe  trouve  finie,   on 

aura  Tintégrale  algébrique  de  la  différentielle   propofée. 

Si  elle  eft  infinie  y  il  Êiudra  comparer  l'ordonnée  /  fous 


Tautre  forme  x^^^^^ ( J'-i-r«"^'-4-^x  * *^ -4- i* *"**')' 
avec  la  même  ordonnée  m^  '^^  (e -+/«*  — ^g «* * -+ 
Jhx^''y'~^  y  déterminer  les  valeurs  des  lettres  ^>/,  g^ 

^y  *>   ^y  ^>  ^1   ^1    ^y  «>    -^>  ^>  C',  Dy    &C.y    &    les 

fubftituer  dans  l'expreffion  de  Taire  S.ydx.  Si  la  fui- 
te de  cette  aire  eft  finie,  on  aura  Tintégrale  cherchée. 
Mais  fi  les  deux  fuites  de  l'aire  S.ydx  font  infinies, 
on  réduira  la  différeutielle  de  faire  propofée  a  celles 
des  aires  des  courbes  les  plus  fimples,  comme  on  a 
fait  dans  les  deux  premiers  Problèmes,  ayant  cepen- 
dant égard  a  ce  qui  eft  propre  aux  différentielles  qua- 
drinomes.  Au  refte  lorfque  les  deux  fuites  de  Faire 
S.ydx  font  infiuies,  on  peut,  en  fe  fervant  de  celle 
qui  converge ,  approcher  tant  qu'on  voudra  de  la  véri- 
table fomme  de  cette  fuite,  &  par  confequent  de  Fin- 
tégrale  cherchée» 

CCLI. 


J.  Partie.  Chap.  VI.  441 

CCLI. 

Problème  IV.  Trouver  Tintégrale  de  la  différen- 
tielle /  ^  ^  ^^c^^^-^x  (i?^/-;«")^-*  (^w-// f^S 
p  étant  un  nombre  entier  pofîtif. 

Solution.  On  pourroit  refoudre  ce  Problème  par 
les  formules  du  Theor.  IV.  en  fuppofant  dans  ces  for- 
mules R=ze^^fxr  j  S=zk'^lx'  ^  6 — i=ipn — i, 
az=Li  ^b=io^c-=zoy  (yc.y    mais    on  rendra  la  folution 

plus  fimple,  en  fuppofant  x'^zz  dans  la  différentielle  pro- 
pofée,  ce  qui  donne /^x=  ^z        JzÇe^^fz)  ""^X 

(*■+'«)'—= ■ TTT^T ■ , 

f 

en   faiiànt    de  plus   ^ -+/"»= «^  ou  »==.^^^y^  ;   donc, 

lorlque  ^=:  1 5  on  aura/  ax=z  i — — -^ — .^___— . 

différentielle  binôme  y  qu'on  pourra  intégrer  par  le  Pro- 
blème L;  &  lorfque  p  ^  i  y  en  develoj^ant  la  puif» 
(ance  entière  p  —  i  du  binôme  u  —  Cy  on  aura  pour 
/  dx   une     fuite    de    termes   de   la    forme 

' _^  ,    dont    chacun    pourra 

aulli  être  intégré  feparément  par  le  Problème  I. 

Kkk 


I 


1 
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Exemple  I.  Soient  />=:i,  A  —  '=";>  ^  f^ 


I 


ij  ou/x=:o^  on  zma.  /dK=z-^u* du(kf 


i 
kf  ^.      i'dt      _    . qdt    , 


le-^lu)      =72*  T-—    >  en  fuppoÊint  »  =.ï*  ,    & 

•      ""'I'  T 


5^ — ^=^*  Or  -^  =^*—  -f— i  F^  confequcnt 

5^  jIiL=^—  s:  .i^  ,  &  riatégrale  S".  s£L.   cft 

un  arc  de  cercle  y  dont  le  rayon  eft  i/q ,  &  la  tan- 
gente ty  lorfquc  q  eft  pofîtif;  &  elle  le  trouve  par 
les  logarithmes ,  ou  par  la  quadrature  de  Thyperbole, 
lorfquc  y  eft  négatif^  comme  nous  lavons  déjà  vu; 
on  aura  donc  Tintégrale  cherchée  en  partie  algébrique- 
ment^ en  partie  par  la  quadrature  du  cercle,  ou  par 
celle  de  Thyperbole* 

Exemple  II.   Soient  />=:i,A-— isz:—^^',    & 

ft— •!=— I,  ou  i^=zoy  on  aura  ydn':=i^u  »X 
du{kf — / ^ -+/«)""'=: -A. .  ~ — ^,    en     feifànt     les 


nw        r^^q 


mêmes  fuppofitions ,  que  dans  l'exemple  précèdent.   Or 
on  trouve  par  le  Probl/  I.  S*,  -^r — ^  ==  — *■  -^iV  ^ % 


I.  Partie.  Chap.  VI.  44.5 
comme  on  peut  le  vérifier  en  dififéreatiant  de  part 
&  d'autre,  &  nous  avons  trouvé  dans  l'Ex.  I.  l'inté- 
grale S,  -r . 

Exemple  III.  Soient  ^  =  1,  A— •!==-,  n «-«-i 
=  —7»  ^=-;  ,  ^  =  7  ,  on    aura  fdx  = 


2  __r 

I    1 


^! 1 =  --=:-— 7,    en     fuppofant 

»=^*5  &-y^— ^  =  ^;    on    a   déjà  trouvé   l'intégrale 

de  cette  difTérentielle  dans  TExem.  L  Ces  trois  exem- 
ples font  pris  des  formes  ^.*,  lo.*,  &  ii.*  de  la  fé- 
conde Table  du  Traité  des  quadratures  de  Newton* 

CCLII. 
Corollaire*  Si  la  différentielle /i;^i*=:*^''**^X 

dx(e^fx''f-'{k-^lx''-^mx''^&c.y-',  en  fup- 
poiant»*=2,   on    aura   ydx^z-^  t^^^  d%{e^^ 

s 
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en  faifant    de  plus   x=  ^^7^>  par  ou  Ton   voit  y  que 

p  étant  un  nombre  entier  &  pofitîf,  on  pourra  trouver 
Tintégrale  de   la  diffère n tielle  /  ^«  par  le  Problème  L, 

lorfque  le  polynôme  (^-+-/;c*-f  ;w»*"— f-Ô'a)'*""'  feia 
un  binôme,  par  le  Problème  IL,  lorfque  ce  fera  un 
trinôme,  par  le  Problème  IIL,  lorfquil  fera  un  quadri- 
nome ,  &a 

CCLIIL 
Problème  V.     Trouver    l'intégrale    de   la    dîf- 


férentielle    fdx=zx''-'dx(e^fM''y-'{k'^l 

niJ»*''-»-ÔV.)'^~*  ,  les  expofans  étant  des  nombres 
quelconques,  ou  zen># 

Solution.  En  fuppofànt  **  =  %,  on  aura /^x=: 

On  refondra  donc  ce  Problème,   comme  dans  le  Corel- 

laire  précèdent,    lorfque  -  fera   un  nombre  entier,  & 

pofitif  =:^ ,  on  le  refoudra  comme  le  Problème  IIL, 
&  les  autres  du  même  genre,  lorfque  Fexpofant  A— i 
fera  un  nombre  entier  pofîtif,  ou  zéro,  quelques  foient 
les  autres  expofans.  Enfin  on  pourra  le  refoudre  géné- 
ralement par  les  formules  du  Théorème  IV.  en  faifant 
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dans   ces  formules   R=:^— h/^s'*,  S:=:k—^l96'-^mx 
^^(yc.ja'=iiyb'=zo'=zCy(7c.y  d'où  Ton  aura  S./Jx: 


2» 


n 


-(/-f-i)^/J5 


—  s'ei.A 


H 
9Q 


à"* 


—  t'em*  A 


%.ek 


CCLIV. 

Remarque.  Nous  ne  paflerons  pas  plus  loin  ces 
fortes  de  Problèmes;  ce  que  nous  en  avons  donné  fuf- 
fit  pour  bien  faire  comprendre  Tufàge  des  méthodes 
de  Newton.  Il  nous  refte  feulement  a  obferver,  & 
a  démontrer  un  principe  gênerai  qui  peut  fervir  de 
reflburce  en  plufîeurs  occafions  a  ceux  qui  fe  font 
préparés  au  calcul  intégral  par  Tétude  de  la  Théorie 
des  fuites;  cette  théorie,  que  nous  fuppofons  conniie 
d ailleurs  nous  meneroît  trop  loin,  &  n'entre  point 
dans  le  plan   de   nôtre  Ouvrage. 

Lorfque  Tequation  ,  qui  exprime  le  rapport  de 
deux  variables  / ,  ^  y  n'eft  point  affeélée ,  ou  qu'elle 
peut  fe  réduire    a  une  équation   non  afFe6lée,  on  peut 
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toujours  trouver  riotégralc  de  la  différentielle  /^ir  par 
une  fuite  finie,  ou  infinie.  Car  dans  la  fuppofition, 
la  variable  /  fera  une  fon£lion  algébrique  de  x ,  ou 
X  une  fonélion  algébrique  de  /;  or  on  fçait  que  par 
les  opérations  d'Algèbre,  furtout  par  la  divifion  con- 
tinuée ,  &  Textraélion  des  racines ,  a  laide  du  binô- 
me de  Newton  ,  on  peut  toujoun  réduire  / ,  ou 
la  fon£lion  algébrique  de  »  a   une  fuite  finie,  ou  in- 


finie de  la  forme  ^-h-B*''-*-Cx**-4-D«'-+Ô'c.,  dans 
laquelle  -^,  B,  C,  D,  &C.  font  des  confiantes,  ou 
zéro,  A,  f^,  y,  Ô^r.  des  expofàns  quelconques  entiers, 
ou  rompus,   pofitifs,  ou   negadfs:    on  aura  donc  dans 

ce  Cas  ^dx^zAdx-^Bx'dx^^Cf^dx^^Dx' dx  (D'c.^ 


/ 


&  Imtégrale  S.ydx^zzAx-^   ^ 

-+Ô*r. ,  en  remarquant  que  s'il  y  a  quelque  terme, 
où  rexpofant  de  x  foit  —  i ,  il  fiiudra  intégrer  ce 
terme  par  les  logarithmes.  On  voit  de  même,  que 
*  étant  une  fonftion  algébrique  de  /,  on  pourra  tou- 
jours trouver  une  équation  de  la  forme  »=F-4-G/* 
^•^ Hy -^ K / ^^&c. y  dou  Ton  tire,  en  différentiant, 

4x'=:jrGy     ^  df'^r  Hy      '  ày-^^Ky^      ^  dy 


C.  ^  i^.  D. 
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On  peut  auHi  trouver  par  les  fuîtes  finies,  ou  infi- 
nies Fintégrale  de  la  différentielle/ rf*,  lorfque/  eft  une 
f(Mi£lion  de  «,  avec  des  intégrales  en  w  exprimées  par 
des  fuites  finies,  ou  infinies.  Car  il  eft  évident  que, 
dans  cette  fuppofition ,  la  Tarîable  y  pourra  toujours 
iire  exprimée   par  une  fuite  finie  ,    ou   infinie  de  la 

forme  ^-i-S)(''-+-CV*-*-D*'-+-Ô'c.,  &  par  confe- 
quent  la  différientielle  pourra  être  intégrée  comme  cy- 
devant . 
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CHAPITRE    VIL 


De  t intégration  de   la   différentielle  ^J^* -+.</«*, 

dans  laquelle  Pune  des  deux  variablet  ejï  une 

fonBion  algébrique  de  P autre* 


CCLV. 


O 


N  fçait  que  y^dz^^^dt^  eft  relement  ou  la 
différentielle  de  Tare  d'une  courbe,  dont  les  coordonnées 
perpendiculaires  font  a; ,  &  1^  ;  de  forte  que ,  (i  on  defigae 

cet   arc  par  Sy  ou  aura  ds^=i  l^dz'^-^du^  ,   &  5  = 

S.  l^dz^^^du^y  en  ajoutant,  s'il  eft  neceifaire  ,  la 
confiante  pofîtive  ou  négative  qu'on  déterminera  par  la 
règle,  que  nous  avons  expliquée  (Art.xiv«). 

CCLVL 


Théorème  I.  La  différentielle  ^^«*-*-<^«*  peut 
toujours  être  transformée  en  une  autre  différentielle  de 
la  forme  / dxy  dans  laquelle  /  fera  une  fonction  al- 
gébrique de  X. 

Démonstration.    Soit  u=:iZ  fonélion  algébri- 
que de   Zy  on  aura ,    en   différentiant ,   duz:sdZ=s: 

Zdxy 


r 
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Z' d%y   Z!  étant  eocore   une  fonclion  algébrique  de  %; 

dou    Ion    tire    du^:=LZ^d%^     &     t^dx^^du^  := 

d z  Iri  —H Z'^  =/ dxy   en    fuppofant  «  =  % ,    &  /  =: 


ri'-^Z'^.    Or  puifque  Z  eft  une  fonflioa  algébrique 

de  «,  ou  de  x^  la  quantité  Vi-^Z!^  >  ou  /  f^r*^  en- 
core une   fonélion  algébrique   de  «;    donc  &c.     C.  jp. 


-F.D. 


CCLVII. 


Corollaire  I.  Les  reélifications  des  courbes  Te 
reduifent  par  ce  Théorème  aux  quadratures  d'autres 
courbes,   &   lorfquon   aura   transformé  la  différentielle 


ydz^-'+du^  en/d^Cy  on  pourra  fe  fervîr  de  toutes 
les  méthodes ,  que  nous  avons  donné,  pour  intégrer  la 
différentielle  fdxy  &  en  appliquer  le  refultat  a  la  dif^ 

férentîelle  l^dz^-^^du^  zzzy  dn  .  Ainfi  ,  lorfque  la 
transformée  /  ^  X  pourra  fe  réduire  a  une   différentielle 

rationelle ,  on  pourra  trouver  l'intégrale  5*.  yd%^-^du^ 
algébriquement,  ou  par  les  Tables  des  logarithmes,  & 
des  finus ,  ou ,  ce  qui  /evient  au  même ,  par  les  qua- 
dratures des  fe£lions  coniques;  lorfque  la  transformée 
pourra  s'intégrer  par  des  formules  quelconques,  ou  fe 
réduire   aux  quadratures  des   courbes  les  plus  (impies , 

LU 
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on  pourra  aufli  intégrer,   ou  réduire  de  la   même    ma- 
nière la  propose  ^dx^^^àu^  • 


CCLVIII. 


Corollaire  IL  Puifque  la  différentielle  i^dx^-^du^ 

peut  toujours  fe  réduire  a  la  différentielle  ^«^i --h  Z'* , 
dans  laquelle  Z  eil   une  fon6tion  algébrique  de  s,   ou 

a  la  différentielle  dul^i'^V^^^  dans  laquelle  F' cil  une 
fon£lion  algébrique  de  «^,  on  pourra  dans  un  grand 
nombre  de  cas  faire  ufage  de  nôtre  Table  de  redudioa 

pour  trouver  l'intégrale  S.i^d%^^^du^  ,  les  formules 
de   cette  Table    ayant   beaucoup  de   rapport    avec  les 

différentielles  de  la   forme  d  %  ^i —»•  Z'*  . 


Exemple.  Soit  «  =^^y  ^  Tequation  a  la  para* 
bole  de  tous  les  genres,  dans  laquelle  n  efl  un  nom- 
bre entier  pofîtif;  on  aura,  en  différentiant  nx^^^X 


.«  —  2  j  ..  -   j»^..  V ^: j »*"    AjL 


dnzzzn-^^i.ay^     ^ dy\  dou  Ton  tire  dy  "^zz^:;^ 


n^-^\.ay 


1 


73  ,  en  fubflituant  a  la  place  de  f     *  fa  va- 


«—•m  » 


leur      ^_^ — ;  donc  dy^=z—  ^-^  &  par  con- 
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fcquent  /^jr'-«-i//*    =</« 


»* — iMH-l.  **•■"* 


d'où  l'on    voit  que   cette    expre.Tion   fe    réduit   a  l'aire 
d'une  courbe,  dont    l'abfcifTe  eft  k,   &  l'ordonnée  per- 


1.1—1 


pendiculaire    y    i  «^ ZJL _  ,    &    par    confe 


»* — Iff—Hl.if""* 


quent  fi  la  valeur  de  n  cft  telle,  que  l'ordonnée  ap- 
partienne a  une  courbe  quarrable,  cette  courbe  fera 
auffi  reftifiable;  autrement  elle  ne  le  fera  que  par 
approximation  ,  &  on  pourra  la  comparer  avec  les 
courbes  les  plus  Amples* 

Soit  »  =  3,   lequation  fera  x' =/i/*  ,    qui     eft 
une   parabole   du   fécond   genre,   &  la  différentielle  de 

lare  devient  dfc  I^i-^IS  ^  que  Ion  voit  être  quar- 
rable,  8c  qui  fe  réduit  a  la  forme  troifieme  de  la  pre- 
mière Table  de  Newton  d'%'^^  l/7^Zf^  =/  i  *  en 
faifant  »  =  i,^'=i,e?=i ,/=-^  ,    &    Tintégrale 


.fti 


vi  

'ZKi'^T'.  /   =  — rr — i^  1-4-  —  .  On  trouveroit 

de  la  même  manière  l'intégrait  de  la  différentielle  pré- 
cédente &  par  confequent  les  x^élifications  des  parabo- 
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les,  toutes  les  fois  que  n  eft  un  ncmibre  pofitif  impair 
plus  grand  que  3.,  comme  5.,  7.,  p.,  &c.. 

Si   on  fuppofe  dans    la   forme   précédente  »=4, 

Tequation  devient  n''=:iay^ ^  &  la  différentielle  de  Tare 


I    I  '  *^    ;   en   comparant  cette  exprefTion, 

comme  nous  avons  fait  dans  le  Chapitre  précèdent,  00 
voit  quelle  n'eft  pas  intégrable,  mais  quelle  appartient 
a  la  troifîeme  forme   de  la  féconde  Table  de  Newton 

-prTT^c-^f^^  en  faifant  »=— ^,  d'=:zi^e=.-^^ 

f'='i^  &  cette  intégrale  dépend  de  Thyperbole. 

De  même  foit  la  parabole  ordinaire  axzzzy^ ^  on 
tuni,  en  redui&nt,  la  différentielle  de  lare  =^«  X 
i  K  4— ♦-/ï*""  ^ ,  quon  voit  par  les  méthodes  précédentes 


rexpreflion  -^TT '^^ —*-/*"  >    en  faifant  »  =  — i  6*r. , 


ne  pas  être  quarrable;    mais  elle  fe  réduit  a  la  troifîe- 
me forme   de  la  féconde  Table   de  Newton,   fçavoir  a 

i 

1 

qui   dépend   de  Thyperbole,   comme  la  précédente.     Il 
eft  évident  qu'on  peut  fubftituer  indifféremment  dans  la 

ilifférentielle    de   Tare  Texpreflion  dy^  y  ou  1/**;  ainfi 
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dans  l'Exemple  précèdent  <ïx=/*,  on  aura  î^-2^=<^*. 


\ 


.1  J  .  » 


Se  d9Q^:=:^^  ^^    ;    la    différentielle     de     lare    devient 


l/iÙ£Ù^d/=d^  /i  -^i^==f  à^A^-^y-  % 


qui    appartient    a   la    forme   -m '''«-+/»''  =/ ,   en 
faifant  »=— 2,  Ô*f.,   qui  fe  réduit   a  l'hyperbole. 

CCLIX. 

Corollaire  III.  Il  eft  clair  qu'on  peut  trou- 
ver par  la  même  méthode  une  infinité  de  courbes  re- 
£lifiables  a  volonté,  ou  comparables  avec  des  aires  de 
courbes  données;    foit,  par  exemple,  propofée  de  trou- 


? 


ver  la  courbe,  dans  laquelle  S".  *^^x*— i-rf/*=.j**  , 


on   aura ,  en  différentiant ,  l/' d tt^ -^ d y"^  =:z n*  d x  ^  & , 

en  élevant    au  quarré,   </«'— h</^*=«</«  ,  d'où  l'on 

tire  (x — ^i)</**=^/*,  &  ditl^K — i=df;  par  con- 
fequent    l'aire   d'une   courbe,   dont   l'abfciflê   eft  w,   & 

l'ordonnée  ^x — i  ,  en  divifant  cette  aire  par  une 
quantité  confiante  donnera  la  valeur  de  /  ordonnée  de 
la  courbe  cherchée.  On  trouvera  cette  courbe  en  com- 
parant fexpreffioh  ' '^iê^—T  2.VZC  la  troifîeme  forme  de 
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la  première  Table   de  Newtoa^  par  laquelle   on  aura 

/=*  (n— i)*,  équation  a  la  courbe,  comme  on  voit 


dailleun  du  premier  coup  dœil  en  intégrant.  Cet 
exemple  eft  très  iimple^  &  nous  ne  lavons  mis,  que 
pour  eclaircir  une  méthode ,  dont  nous  ferons  ufàge 
dans  la  fuite. 


CCLX. 

Lemme  L  Trouver  la  différentielle  de  lare  de 
Thyperbole. 

1/  L'équation  a  Thyperbole  entre  les  afymptotes 
perpendiculaires  eft  %uz=zq^  en  prenant  l'abfciffe  x  de- 
puis le  centre  fur  une  afymptote,  u  pour  l'ordonnée 
correfpondante  ^    8c  q    pour   une    quantité    confiante  ; 

on  aura  donc  u^^q%^^ ^dw^z--^ q%^^dz^  du^  =z 


dnt^H^'^qqy  en  feifànt  «*=*,  ou  «=** . 

IV  L'équation  a  l'hyperbole  eft  ««=£i(««  — 

a  a)  y  les  deux  aiites  étant  2  4,  &  2^,  en  prenant 
Tabfciffe  %  depuis  le  centre  fur  le  premier  axe  la^  8c 
u  pour  îoidonnée  correfpondante;  donc,    en  fuppofànt 

j*=z:^,    on   aura    uu^=sq(^zz'-^aa)y  udu:=iq%d%  ^ 
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ZZ—^aa 


d%     ^^"^'^^      ^"^  »   En  fuppofant  {q-^i)%%'-^aa 


^V1 

4**  ou  %  «  ==  — -TT*i  on  trouve    2  %  ^at  =:-^—  ,  i/« 


fi     ^ 


dx^77 .  rfjr^TT         

2  l^jf-4-4.  ^ X  —  î A         a^«*-+^«(i  —  î)  —  ^^^ 

iLîg__==(/5?Iw7',    &    par    confc- 

quent,  lorfque  les  deux  axes  2  4>  &   2^  feront  égaux , 
rexpreflion  précédente  fe  changera  en        *    ^*  -^  dif- 

férentielle  de  lare  d'une  hyperbole   equilatere. 

Lorfque   à  fera    plus  grand    que    b^    la    quantité 

^'^ —  fera  pofitive^  &  elle  fera  négative,  lorfque  a  fe- 
ra plus    petit  que  b.    Dans   le   premier  cas  on   aura 


l^A^^^^du'^=i     ^*    ^*         ^   dans    le    fécond    cas 

2  y  tx-^fx-^  bb 


i%  y  ax 


2  y^xx-'px  —  b  b 

Si  on  prend  rabfciflfe  z  fur  le  fécond  axe  2  ^ ,  le 
premier  axe  étant  toujours  24,  &  l'ordonnée  au  fé- 
cond axe  étant  u^  Tequation  a  Thyperbole  fera   w«  = 


"^^ — wi — ' 
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aura  donc  uJu^zqzdx,  du*=-^^,  &  l^dx^-^du^ 


JzJ^(r-±t)_^_-^j6 


r=^«,  OU  «  = — -r— $  on   trouvera   2»«»=--r:% 


dtvm  dx 


X 


»*^xx-t.i*(f-.i)— fii         iK»»H-x('V     )— ** 


^dz}-^du** 


CCLXI. 

Lemme  il  Trouver  la  différentielle  de  Tare  de 
reUipfe . 

En  nommant  les  deux  axes  24,  &  2^,  x  lab- 
icifle  prife  depuis  le  centre  fur  Taxe  2  4  ,  &  »  l'ordon' 

née  correipondante,  on  a  l'équation  ii»=:~(4i»—* z«) 
=^(44— ««),   en  Êiifant  —  =  ^;    donc  «</«=— 


y«(^a,»*i/»*=^*zV«%<^»*=-i^,&»^^»* -!-</»* 


i9i0  — 22 


1^77= 


<f  —  zz 


•    En  fuppofant  (^— i)a«-+iï4 
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ax^ou  zz=z ,    on    trouvera  2%a^=^   — 7^ 


dx  adx 


*^*  Vax  ^ *  p^ax 


X 


t^aMii-t.t)l.xx^ia»         777(I~5II7Z? 


dxyax  ^      ^      ^  •    /       r  *  aa^-^bb 

5  p  étant  une  quantité  poutive  =  — j — 

CCLXIL 


Corollaire   I.    L'intégrale   de   la   diffère luiellc 


binôme  k     ^  dx^xx-^^bbY  dépend   de  la  re6lification 

d'un  arc  d'hyperbole   entre  les  afymptotes  perpendiculai- 
res,  dont   Tcquation  eft   %«=z^,   en   prenant  %    pour 

rabfcifle    fur   une  afymptote  depuis  le   centre,  u   pour 

I 

l'ordonnée ,  &  en  faifant  »  =  «*;   car  fuppole   que  cet 
arc   d'hyperbole   foit  s^  on  aura   ds'=^yd%^'^du^::zz 


TT^dxl^  z!^-¥bb  =  \K    ^  dx{xn^bby;   x     *X 

dx{xx'^bby=:2dsyBcS.M     ^  dx{xx^bby=zis^ 
plus,  ou  moins  la  conftante;  d'où  il  fuit  que  l'intégra- 


le de  la  différentielle  m    ^ dx{e^^fx^y  dépend  de  la 

Mmm 
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rcftification    de   Thyperbole,  lorfciue  ^,  &  /  font  des 
quantités   pofitives;    car    ^ -+•/«*==/(  j-+«*)  >   par 


«         I        î  I 


confequent  m    * dn(^C'^fH*y  =/*  ^     *  ^^(j"***)*  ^ 

—  i.  L         i 

en   faifant    bbz=:jy  on  a  »    ^  dn^c^^fj^^Y  =zf^X 


m     *  dM^MX'^hby 


CCLXIIL 


Corollaire  IL    L'intégrale  de  la  différentielle 

1  X 

binôme  m^  dx^nm—^bb)  *  dépend  de  la  reftification 
d'un  arc  d'hyperbole  equilatere,  dont  Taxe  eft  2^,  & 
Tequation  uu=:%z  —  bb^  en  prenant  %  pour  labfcifle 
fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  u  pour  Fordonnée, 

&  en  faifant  bxzzzzzz  —  bbj  ou  «  =  f^^îï5ii.  Car 
fuppofé  que  cet  arc  foit  ^,  on  aura  ds=z — ^4===s  = 


I        T 


Xff^^r/  fff\         1  tJs 


\bxUH{nK-^bb)     *;   l^=:^'jM(pc:c'--bb)     *; 


par  confequcnt   p^^zS.M*  dpcÇ^of-^bb)    *;    d'où  il 

I  I 

fuit  que  l'intégrale  de  la  différentielle  »*  i/;f(^ -+/**) 
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dépend  de  la  reélifîcatioa   de  Thyperbole,  lor(que  r  eft 

I 

négative,  &/po(îtîve.     Car,  puifque  (e-^fx^)     *  = 


/     *  (7"^^*)     *  >    Cû   faifant  — -^^=^  ,    ou   b 


I    I 


^  —  T,  on  aura  x^  dxÇe-^fx^)     *  =/     ^  pc^  JxX 

(^xx  —  bh)        « 

CCLXIV. 
Corollaire  III.   L'intégrale  de   la  différentielle 


trinôme  x^  dx[xxz±p^  —  bb)     *  dépend  de  la  reeli- 
fication  d'un  arc  d'hyperbole ,  dont  le  fécond  axe  eft  2  ^ , 

le  premier  axe  2a y  &  l'équation  ««  =  —  («»— //ii)  , 

en  prenant  %  pour  rabfciiTe  fur  le   premier  axe   depuis 

le  centre,  u  pour  l'ordonnée,  &  en  faifant  ^=  — ,    (q 


I  )zz—'aa=:ax^  ou  g=  K^"'^"^''^,  &  le  demi-axe 
rZf-/^— 1-^- />/>—*- ^^,  qu'on  trouvé  par  Tequation 
^  =  ^-^-^^^^^ —  .  Car ,  fuppofé   que    la   différentielle   de 


lare  de  cette  hyperbole  foit  ds:=:Ll^d%^'^du^y  on  aura 
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-  — -  r 

M*dti(iiii'ztpx-^ùb)     *;  par  con{èquent~=5'.ât*X 


d)t{)tKZ±pH — hb)^*\  cl  ou  il  fuît  que  Tintégrale  de 

la  diffirentielle  trinôme  M*d)i{e'¥fn-^gK*)  "dépend 
de  la  reftification  de  l'hyperbole,  lorfque  g  étant  po- 
fitive ,  tf   eft  négative  y  quelque    foit  /.   Car ,   puifque 

^-^/x-+5K*=^(j-+Û-vxxy",  on  aura   {e 

I 

—  '         — i    -  — - 

éK{e^fu"¥gxx)     »=5    '^H^dx{xMZ±p»-^bb)    », 
en  Êiifànt  — ^^=:-,  ou  ^=  "         " 


< 


CCLXV. 


Corollaire  IV.   L'intégrale  de   la  diflférentielk 
_ï  I 

trinôme   n^dx{px — xx — bb)     *  dépend  de  la  re6lifi- 

cation  d'un  arc  d'ellipfe,  dont  un  axe  eft  2^,  &  l'autre 

2<»,  &  Tequation  »«  =  —  (<//» — «»))    en    prenant   « 
pour  l'abfciflè   fur  l'axe  2/«,  depuis  le   centre,  m  pour 
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Fordomiçe  )  8c  en  faifant  j-=zq^  ^^=^r    'q~i'  >  &  le 

demi-axe  ^^=ip  —  f^^pp'-^^^y  quon  trouvera  par 
Teq^iiation  p  =:  '^'"^ .  Car ,  fuppofé  que  la  diflférentiel- 
k  de  Tare  de  cette  ellîpfe  Cclt  di::==il/axF^¥dlF y  oq 


I       T 


aura  ds^r:-- a  x  dxÇpx-^^xpç^^B  b}     *  y  Bc 


S.x^dxÇpx — XX — BB)     *•  II  fuît  de  la  que  Kntégra- 


T 


le  de  la  différentielle  trinôme  x^dxÇe-^^fx-^gxx}  ^ 
dépend  de  la  reélification  de  Fellipfe^  lorfque  /  étant 
pofitive,  e  8c  g  {ont  négatives-.  Car,  fi  on  fuppofe  f=z 
— »-c  quamité  pofitive,    ^=:-— ^,  8c  g=z — r,   o»  aura 

-  — i        -  — i 

=r     *x*dx(^x — XX — -îj     "^zrrr    ^x^dxÇpx — x;r 

— è^)     *  ^  en  fuppofaat  p=z^  ^  &  bb=z^  . 

CCLXVL 

REMARauEr  Ottvoit  par  les  demonftrations  précé- 
dentes que  les   différentielles    binoiines  &   trinômes   des 
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arcs  d'ellîple  &  d'hyperbole  font  fort  fimples^  &  qaoa 
peut  facilement    trouver  leurs  intégrales   approchées  par 
les  ferles  convergentes,  que  foumiffent  les   formules  de 
Newton  dans  les  Problèmes  L ,  &  IL  de  l'Article  troi- 
fieme  du  Chapitre  précèdent;   mais   perfbnne  que  nous 
fçachions,  na  pu  jufqua  prefent  rendre  ces  différentiel- 
les ratîonelles,  ou  les   réduire    a  celles  des  aires   des 
fe£lions  coniques.  Cefl  ce  qui  a  engagé  M. Maclaurin, 
dans  fon  Traité   des  fluxions,    a    diflinguer   différentes 
claiTes,  ou  ordres  de  différentielles.    La  première  ciafle 
comprend  celles,   dont  les   intégrales  peuvent  être  dé- 
terminées   exa£lément  en  termes  finis  par  des   expref- 
fions  algébriques,  ou  géométriquement   par  des  figures 
reflilignes.  La  féconde  claffe  efl  pour  les  différentielles, 
dont  les  intégrales    peuvent  fe  trouver  par  les  Tables 
des   logarithmes   &  des  finus,    ou  par   les   quadratures 
de  l'hyperbole,  &  de  Tellipfe,   ou  du  cercle.    La  troi- 
fieme   claffe    renferme  les  différentielles,  dont   les  inté- 
grales ne  fe  trouvent,    qu'en   fuppofant  la   reélification 
des  arcs  elliptiques,    ou  hyperboliques,   &  ces  intégra- 
les,  avec   celles    des   deux   autres    clafTes    font   toutes 
comprifes   dans   le  genre   de   celles  qui    dépendent  des 
fe£Uous   coniques,    en  mettant  au   nombre  de   ces  fe- 
étions  le  triangle  &  le  cercle.  Ce  font  Ik  les  trois  pre- 
mières ckffes  de  différentielles,  auxquelles   on  en  peut 
ajouter  une  infinité  d'autres  •  Quelques  Mathématiciens 
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du  premier  ordre  ont  fait  beaucoup  de  recherches  cu- 
rieufes  fur  les  difi&entielles  reduflibles  a  la  troifieme 
clafle.  Quoiqu'on  puiffe  en  trauver  les  intégrales  par 
les  feries  convergentes  de  Newton^  comme  on  trouve 
les  arcs  de  Thyperbole  &  de  Tellipiè^  nous  avons  crû 
devoir  établir  les  principes  de  ces  reduftions. 

CCLXVIL 
PROBLENfE  I.   Trouver   l'intégrale  de  la  différen- 

tielle  binôme    x^  dx(h b —  nx)    *  • 

t 

Solution  •  En  fuppo(ànt  x  =  -^ ,  on  aura  «* 


z=ib%    *^dx=z^^bbz     ^ d%^xx:==:b  %     *,   &    fubftitu- 
ant  ces   valeurs  dans  la  différentielle   propofce,   on  la 

trouve  =     —b^^r.     ^  Or  cette  différentielle     '^^^^ 


T 
—  zdz  —  bbdx  Z^  dz 


l/zz  —  ii 


y  comme  on  le   voit  en 


a*f/«i--Tî 


reduifaiit  la  fraftion        ^'     ^      au    dénominateur 

f/zz—'ùb 
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1 


^/xx-^b.  Cette  difigreatieUe   /  ^' , ,  =  </*  ,    cft 

celle  (Tun  arc  t  cPhyperbole  «quîlatere ,  dont  Taxe  eft 
a^,  requatioa  ^u^i.yy-^hhy  en  prenant  pour 
y  rabfdfle  fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  n  pour 

l'ordonnée  correfpondante ,  &  en  Sai&xA  y^-y — r 
=  -L  yl^    (  Art.  CCLXIII.  )  :    donc     Tiatégrale 


-  ^ziz  —  hbiK 

^ àx_  _.  j;^  f autre  différentielle  -7 


t^xx—y^  »^«s— *♦ 


« 


*V«-T 


faifant   «  —  -=^;  ce  qui  donne  la  différentielle  à% 


ii»-*<|«=s^ir&  »^»— ^^»-»='»-  ;  par 


con- 


fequcnt  rintégrale  51. 


n*!il=iii2=— 2"ff* ,  &  Hn- 


téarale  de  la  fraflioa  propose  5",  **//«(**—**) 
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^TZH^s-^i^ti 


Z  X 


S' —  2  K^^— yy   ^    plus ^    ou     moins     une     confiante 


a^F.T. 


CCLXVIIL 


Corollaire  L    Donc  Tintégrale  de  la  différen- 

tielle  X*  dx(bb  —  xx)     *    dépend    de    la    re6lificatioa 

de   l'hyperbole  •    Or    fi   dans    la   différentielle    binôme 
I  I 

x^  dx{e^^¥fx^)     *  ,    f   efl   pofitive  ,     &  f  négative 
= — Cy  de   forte   quon  ait   e-^fx^^ze-^^cx^^LcX 


(7-«').  «=('-+/»*)    *='    '(7-0     '. 


on 


I    I 


aura  **  flf«(^-H-/«*)     *  =:c^    *ir*^x(-  — *x^ 


I    I 


c    ^ x^  dx^bb'^^xx)    *,  en  faifant  bbzzz^;  par  coti- 


fequent     l'intégrale     S.  x^  dx(e -^f^i' )      *  =  r     *  X 

ce  qui   démontre    que   Tintégrale    de   la    difTérentielle 

N  n  n 
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I  ]_ 

K*  dx(e-^fx)     *  dépend  aufli   de   la   reélifîcation  de 
Thyperbole  y  lorfque ,  e  étant  pofitive  ,  /  eft  négative . 

CCLXIX. 

Corollaire  IL  En  fuppolànt  «=— ,  on  trou- 
ve ,  comme  dans  la  folution  du  ProWeme  ,  que  l'inté- 

grale  de   la  différentielle    trinôme  x'  dx(bk^px-^ 


I 


,,f'    eft  S.  —^ T-'^'^y;""-    Or 

on  fçait,  par  le  CorolL  IIL  des   Lcmmes  précédents, 
que  rîntégrale   de  la  différentielle   %*  dz.(z.z.:;±pz--^ 

hb)     *  dépend  de  la  reflificatîon  d^un  arc  d'hyperbole^ 
dont  le  fécond  axe  eft  iby  le  premier  axe  zay  Tequa- 

tion  uu=z  —  (y y — ^^)r  ^^  prenant/  pour  labfciffe 


fur  le  premier  axe  depuis  le  centre^  u  pour  l'ordonnée, 
&   en  faifànt  q=:^,  f^f/^^j^;  &  a  = 

r    ^PP  —  ^^>  ^'^^  ^^  ^^^'  4^^  l'intégrale  de  la  diffé- 


rentielle  trinôme   99*  dpcÇe -H-y^ "*♦" ^ ^ * )     *    dépend  de 


r 
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la  rectification  de  Thyperbole^   lorfque  e  étant  pofitive, 
g   eft  négative,    quelque   foit /.     Car   fi  on   fuppofe   e 

pofitive,  &  ^  =  —  Cy  onaura  ^— *-/jtf  —  cxx=zc(-^¥ 
-^^ 9Cx^z=:c{bb^p96^-^Kx)^  en  faifant  ^^==j,  & 

— /?  =  7,  &  par  confequent  x^  JxÇe^-^-fx^^gx^)    * 


1  1 

2  1 


=  r       ^    dx{hb'Z±px — xx)     *• 

CCLXX. 

Lemme    III.    En  fuppofant  r=-  ,  &  5  =  r-+A 

on  a  ces  deux  équations.  ^ 


Ces  équations  ne  font  que  des  cas  pirticulîcrs  des 
formules  générales,  que  nous  avons  démontrées  dans  les 
Corollaires  du  Theor.  V*,  Article  I.^  Chap.  VL,  &  on 
peut  s'affurer  de  leur  -exaftîtude  fans  autre  demonftra- 
tion,  en  prenant  J^ns  chacune  les  diÔërentielles  de  coté, 
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&    d'autre    du    ligne    d'egalirc^    quon    trouve    égales 

cntr  elles . 

ccLXxr. 

Corollaire.  Lorfque  r^  8c  s  font  =xo,  ces 
équations  nont  point  lieu,  puifqu alors  elles  s'evanouiT- 
fent.  Lorfque  l'une  des  deux  quantités  r,  ou  s  dans  la 
première  équation,  &  x,  ou  A  dans  la  féconde  devient 
nulle,  l'intégrale,  qui  a  l'autre  dans  (on  coefficient  eft 
toujours  algébrique;  dans  tous  les  autres  cas,  ou  r  Se  5 
dans  la  première  équation,  8c  s  8c  \  dans  la  féconde 
font  réelles,  l'une  des  deux  intégrales  defîgnées  par  S. 
étant  donnée,  on  trouvera  toujours  l'autre.  Ces  for* 
tes  de  formules,  ou  d'équations  n'induifent  point  en 
erreur,  lorfquon  a  égard  aux  exceptions  qui  font  qu'el- 
les n'ont  point  lieu  dans  quelques  cas,  ou  qu'elles  ne 
l'ont  pas  totalement.  Par  exemple,  fi  l'une  de  ces  deux 

intégrales  S'.xV^(^-4-/x*)~  •,  &  S.  ^i^dxÇe^fx^)^'^ 
étant  donnée,  on  vouloit  trouver  l'autre  par  la  pre- 
mière équation,  on  fuppoferoît  «*  ==«'""^,  ;«^=r**"^S 

^  (^-»-/*0''"'=(^-^/O^^,    ce    qui    donneroit 
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=r-^  5  &  ^=zr-+-\  =  -^  — i=o^8c  la  première  cq^ua* 
tion  devîendroit  ^  x}  {e  -+/**)     *=:-^*5'.j«*iix((f--4* 


/^*)    ^-H-a,  le  dernier  ternie  x/  S.n^Ux{e'^f^f'^'' 
étant  nul)  a  caufe  de  szzzo\  on  auroit  donc  Tintégrale 

5'.;^'Jx(er-4./x*r»=|i(^^/x*)~^,  qui  eft  algebri- 
que;  mais  on  ne  pourroît  point  trouver  l'autre  intégra* 

le  S.x^dM(e^¥fx^)    *  ^  par  ce  que  réellement  elle  ne 

s 

dépend  pas  de  la  première  S.  *î*^^(^— 4-/»*)     *  • 

CCLXXII. 
Problème   II.   L'intégrale    de    la    différentielle 

H    *dK{bh~\-xit)*  étant  donnée ,  trouver  les  int^rales 


I 


des  deux  difTérentlelIes  m* dM^bù-^xx)*  ,  Sç.h  dxX 


Solution.  I."  Pour  trouver  la  première  intégrale 

jù*'  dnibJt-^Miif  y  nous  fuppofèrons  dans  la  première 
équation  du  Lemme  précèdent  #»**"*  </*(r-+/»*  ) 
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h"  dxÇbb-^^xnY  y  d'où  Ton  tire  5— i  = — i  fi 


I      .        î 


r^z-^  =z^^- ^  s:=:zr'^¥'\:=:^  j  &  la   première   equa- 

I   -'  r  i  -- 

tioQ  devient  -  x   ^^bb-^xicY  =i'^^  -bb.S.x    ^  J  x  X 

I  t  i 

(^^-+-x«)*"-+2  5'-/^^(**-l-*x)*;   d'où   Ion    de- 


I 

2       — - 


duît    S.x''dx(bb^xxy=z':x    ^dx{bb^xxf 


IL®  Pour  trouver  la  féconde  intégrale  S.  x^  dxX 

I 

(^^— *-x!x)   ^^     nous    fuppoferons    dans     la   féconde 

I 

équation  du  Lcmme  x^^^  dx(e^^hfx^)^  =x^  dx  X 


«  • 


$ —  If/  r  2\^  —  I 


(hb^Xx)%     &*""*//«  (f-4./**) •   =X*^x(** 


xx)    *;douroii  tirefl— .1=^,  fl  =  |,   A=|  , 
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1  ^  &  la  féconde  équation  devient  -x*  (âB-^xxY  =  ^ 


»  '  I 


S.x^  dxÇhù'-^x  xY  ^ — bh.S.i^  dx{bB^^xx')    '  ;   en 
reduilant  on  a  zl^hS.x' d xÇèb-'i^xx)    *=z^^S.x^dxX 


.2 


(^^-hxx)* — 2x^  {bb-^xx)  y  &   fubftîtuant  au  lieu 
de  5»S.x*i/x(^^-+xx)*  5  fa  valeur  2  a^    *  (bb-^xx)* 

bb.S.x   ^  dxÇbb-^xx}*  y   qu^on    a    trouvé   par    le 

i  L         — î- 

premîer  cas^  on  aura  S.  x  dx(bb^^xx).    *  =r  1-JL  x 


(^^-h*x)'-f-^5'.x  '^dx{bb'^xf  ^£l^{bb^xxY 

bb 

^L  t      L  l  , 


-.,  ^— -/  t>"S;x  Ux{bb-*'Hx\ 


C.  j^  F,  T. 


CCLXXIII. 


Corollaire  I-  Fuîfque  l'intëgrale  de  la  difiïreh- 


î 


tielle  *    *</«(  ^^ -+•»*)*  fe   trouve  par  la   reftifica- 
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tion  d'un  arc   d'hyperbole    (ArL  cclxii.)>  celles   des 

deux  différentielles  i»*i/*f(A^-+ji«)*,  &  n^  dx{^bb^ 

I 
xAc)     *    ne    dépendront   que   de   quantités    algébriques, 

&  de   la  re£lification  d'un   arc  d'hyperbole;  d'où   l'oa 

I 

conclût  que  l'intégrale  de   la  différentielle  ii^i/«(rH- 

/x*)    "»  ne  dépend  auffi  que   de   quantité  algébriques , 
&  de  la  re£lificatlon  de  l'hyperbole ,  lorfque  e  t^  f  font 


2\ft 


toutes  deux  pofîtives;  puîique  dans  ce  cas  (^'H-/*^) 

X  II  IX  , 

I 

=~;p^(*^-*-«»i)""*,  en  fiûfànt  ^^=4. ,    ou    b=. 


CGLXXIV. 


Cû&OLLAl&E  IL  Donc  Fintégrale  de    la  di£Kren- 


tielle  M*  Jii(e--i'fx*)  *  ne  dépend  que  de  quantités 
algébriques,  &  de  la  re£lîfication  de  l'hyperbole,  quel» 
ques  foient  «  &  /;  car  ces  quantités  e  8c  f  oc  peuvent 

être 


N 


\ 
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être  toutes  deux  négatives ,  par  ce  qu'alors  i^  c-^^f^^ , 


&   la  différentielle  sc^ d » {e --^f x^)     *     f^roicnt    imagi- 
naires.   De  plus  nous  avons  démontré   que   l'intégrale 


de  la  différentielle  x^ dxÇc-'^fxx)  *  dépend  de  la 
reélifîcation  de  l'hyperbole,  lorfque  e  8c  f  font  pofîtives 
(CorolL  précèdent),  &  auffi  ^lorique  l'une  de  ces  deux 
quantités  efl  pofitive  &  l'autre  negativvî  (Art.  ccLXii., 
CCLXiii,  &  ccLXViii.);  donc  en  gênerai  Texprelfion 
différentielle  cy-deflus  ne  dépend  que  de  quantités  al- 
gébriques, &  de  la  redification  de  l'hyperbole  feule. 

CCLXXV. 

Théorème  IL     Les  intégrales  de  toutes  les  dif^ 
férentielles ,  qui  naiffent  en  fubftituant  dans  la  différen* 


»•-♦'  — 


2  T-f  —  

tielle   générale   m         *  dx(e-^fx^)       *  .des  nombres 
entiers  quelconques  pofiti^,  ou  négatif    a  la  place  de 


r,   &   de  '^j   dépendent   de  l'intégrale   S. 


X  ^ dx 


l^e  *+y*j 


,  & 


par  confequent  .de  quantités  algébriques,  &  de  la  reéli- 
fication  de  l'hyperbole  feulement. 

Démon STPwATiON .    En  comparant  la  différentiel- 


2T-4-   - 


le     M         *^*(^ -+•/«*)       *     avec     la    différentielle 

Ooo 


\ 
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I 

n*-  *  dx{e^f^j"'\  &la  diff^rentieUe  «*  *"x 

^    1 

</k((?— h/x*)       *    â\ec   la  diffîcrencieUe  K^'^^dxÇe 


fx  )  dans    la   première  équation   du  Lemme  III. 

(Art.  CCLXXO    [^\c^f^T=:rc.S.M'-'dx(e^ 

/;,«)'^-»-4.j/,5.«'-*'V«(<r-t-/«*)'^-*  ,     on     aura 
5=:f-*X=;r-+»v.f+i-^-:+- *     Or  ces  valeurs   de 

4         4 

ty  8ç  Sy  àa^ns  lefquelles  r^  8q  ir  font  toujours  des  nom« 
bres  entiers  y  ou  zéro ,  ne  peuvent  jamais  devenir  égales 

«  zéro.    Car  fi  ou  fuppofe  r,  ou  t-+2=(^,    pn  aura 


un  nombre  entier,  ou  zéro  =:— j  ^  &   fi  on  fiippofe 

s  y  ou  T-v-y-i-i-*- — i--:=3o,   on    aura   un   nombre 
y  4  ~4         ' 

entier,  ou  zéro  = — ^  ^-  ;  ce  qui  eft  abfiirde:  donc 

(Art.  cclxxl)  la  première   équation   du  Lemme  IIL 
aura  toujours  lieu ,  lorf^u  on  ajoutera  rt  ^  >  autant  de 
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fois  quon  voudra,   a  Tcxpcfant  — ♦--   de  ip  hors  de  la 


1  .    X 


parenthefe  dans  la  différentielle  m^  dx^e^^^fsê^)       * 


I 


De  même  en  comparant  la  différentielle  **^"^»^X 

1 

dx^e-^fx^)  "^^   avec  la  différentielle   x^'^^  d x{e  ^^ 

fxy-\  &  la  différentielle  **''^î^x(^-+/x*/"^'-r 
avec  x~  dx^e-^fx^y^  dans^  la  féconde  équation  du 
Lem.  IIL  -^  x\e-^fxy=:s.S.x^-'dx(e-+fx^)''^ 


\c.S.x,     dx(e'^fx^)        ,   on   aura    B — i  =  2r 


2  y  »  ^  '     "~  2  '  " 


'w-4- 1  z±-  ,  r 


^    5  A  ..A.  X  ——       «a.        «a.        — L.   '   —4-  * 

a  4>  4         4) 

par  Qu  l'on  voit  que  les  valeurs  de  x  &  de  A  ne  peuvent 
jamais  être  nulles,  &  que  (  Art.  CCLXXI.  )  la  féconde 
équation  du  Lemme  III.  aura  toujours  lieu,  lorfquon 
ajoutera  fuccelïivement  zz  i  >  autant   de  fois  qu  on  vou* 

dra,  a  Texpofant  ::±-   du    binôme  r-+/x*  dans  la  dif- 

i  -4-- 

férentielle  x^^'^J  dx(c'-^fx^)'^  ^  y  ou  dans  la  différen- 


tieUe  X        »^x(^-+/»  )  ""•  •    Donc  ,     Tintégrale 
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S^x^  Jm  (e-^^fn^)    »    étant   donnée,    on  pourra  tou- 
jours trouver  par  tes  deux   équations   du   Lemme  IIL 


rintégrale  de  la  difFérentieUe  ii*'"*'^i/i^(ir-+/i^y~"  ^ 
lorfque  r  8c  ^  font   des  nombres  entiers  ou   zéro,  k 

par  ce  que  Fintégrale  5.  ir*i/x(  r -•+/«*)     »  ne  dépend 
que  de  quantités  algébriques,  &  de  la  re£tification  de 

Thyperbole  feule  (Art.  ccLxxiv.)>  l'intégrale  S'.«*^"*"rx 


i/x(^— h/x*)  ~*    ne   dépendra  aufli  que   de   quantités 
algébriques ,   &    de    la    reélification    de    l'hyperbole . 

CCLXXVL 

Corollaire  L  Si  oh  fuppofe  x^r=:%*,   ou  «= 
^  %   ,  on  aura  rfâi=:-x         d%^n         *  =«        *, 

/«*/  "'*=3-^25^*'^T  *^«  (^-h/»")*"^  *  ,  quelque 
(bit  ».  Donc  l'intégrale  de  cette  dernière  différentielle, 
en  ôtant,  fi  Ion  veut  le  coefficient  confiant  -  *  ne  de- 


I 


/ 


/ 


L  Partie.  Chap.  VIL  477 

pend  que  de  quantités  algébriques ,  &  de  la  reAificaticm 
de  Thyperbole* 

CCLXXVIL 

Corollaire  IL    Si  on  ruppofe  8;r=:^~<   daos 
la  différentielle  »  ^«(^ -♦■/«*)       *,  on  aura 

j    -—a  j         n —  n  4        4 

»^  - 


*rff -J-  — 


,  &  %         ^        dz{c-^f%')       ' 


^;^(V  ""*"^^    — j.  ^   dont    rintegrale  ne  dépendra   que 

de  quantités  algébriques,  &  de  la  re^ification  de  Thy* 
perbole,  lorfque  r^  &  tt  font  des  nombres  entiers  ou 
zéro,   &  n  un  nombre  quelconque* 

CCLXXVIIL 

Remarque.  On  pourroit  encore  trouver  d'autres 
formules  générales  de  différentielles  dont  les  intégrales  ne 
dependroient   que   de   quantités   algébriques ,   &    de  la 
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re£lificatioQ  de  Thyp^rbole  y    ea   rendatit   rationelle   h 


dlfférentieile  binôme  dxÇe-^fM*)  *,  ce  quoa  peut 
toujours  £dre  par  notre  Table  de  reduélion  •  Car  on 
trouvera  par  la  une  valeur  rationelle  de  m  y  laquelle 
vêtant  fubftituée  dans  les  formules  générales  cy-Kieflus 
~  "^donnera  d autres  différentielles  plus  compofées^  dont  les 
intégrales  ne  dépendront  que  de  quantités  algébriques, 
&  de  la  re£lification  de  Thyperbole. 

CCLXXIX. 
Problème  III.  Trouver  l'intégrale  de  la   diffc- 

X  1^ 

rentielle  «    *i/«(^^  —  x«r)    *• 

Solution*  Il  eft  évident  que  •; ^ =: 


«*  i^6i—MX 


X 


1 


-     ^  h/bb—xx 

bx^  ^bb^xx  *»*  ^bb^xx 

(Art.  cclxvil)   rintégrale   de    la    différentielle 


x^  dx  o,    ^ ^^^r. ^^é,     ^^lU    J^  x^  dx 


:.  Or 


,   &  par  confèqueat  celle  de 


t^bb  —  SM  it^bb—tg 

fe   trouve  par  la  rectification  d'un  arc  d'hyperbole  & 
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par  une  quantité  algébrique;   &  l'intégrale    de   l'autre 

différentielle       ^«(;^-h«)      ç^  trouve  de  cette  manière  ; 
par    ce    que    hb — *«  =  (  ^-h-*)  (^  — »)  ,   on   aura. 


l,»{b-±x) 


dxt^T 


t/  t/ÎT- 


XX 


6x*  l^b^ 


,  &,  en  fuppofànt  b 


as,  on  a  dx^=zdzyl^b-^x 


s  ,« 


byb 


2^-«,    &     ''/'-^' 


z   dz 


b%  yb^^x 


bl^  l^bx — ZZ — zbb 


,    dif: 


férentielle  qu'on  réduit  a  la  forme -—.^—i,!!^,-,  ,  en 

faifant  3^^=^,  &  ^bb■=icc,  Puis  donc  que  l'inté- 
grale de  cette  différentielle  efl  un  arc  d'ellipfe  que  nous 
avons  déterminé  (Art.  CCLXV.)  on  aura  aufll  l'inté- 
grale de  la  différentielle  — /     "*"* —  par   la  reélifica; 

^x*  y&k—xM 

tion  de  cet  arc.  Donc  on  aura  l'intégrale  de  la  diffé- 
rentielle propofée  par  des  quantités  algébriques ,  &  par 
les  rectifications  de  l'hyperbole,  &  de  rellipfe.  C.  j^ 
F.  T. 
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CCLXXX. 


Corollaire  L    La  différentielle  x    ^  J9f(x9c^ 

bb)     *,  en  fuppoiant  ij=— ,   fe  réduit   a    la   forme 

de  la  précédente;  par  confequent  Ton  intégrale  dépendra 
aufli  de  quantités  algébriques ,  &  des  reélifications  de 
rhyperbole^  &  de  rellipfe  enfemble  •    Car  en  fuppofknt 


6i       _     1 J^ 

s 


,    on    aura  40^= — ,  ir*=:— ^     ^^^n  —  bb 


z 


zz  '  zz 

^^,  &  enfin    ^  = r —^ 


z*  t^bb^zz 


CCLXXXI. 


dz 

Corollaire  IL    Lint^grale  S,  1 p  de 


*\X 


pend   de  quantités  algébriques^   &  des  reélifications  de 
rhyperbole,   &  de  Tellipiè  enfemble,  lorfque   des  deux 

quan- 


—J 
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quantités  e^  &  /  Tune  eft  pofitive,  &  1  autre  négative. 


Car,  fi  ^-4-/;^*=:--*-^— r«*,    ou  aura   y  e-^fn^  =z 
c^  y  ^^ — xiî=c*  l/hb'^xM.  en  faifant  ^^=-;    & 


fi  e-^fit^:=fn*-^c ,    on    aura     i/^^J7^=zf*  X 


^«*  —  j:=:f*l^xx — h^y  en  faifant  ^^  = 


/• 


CCLXXXII. 


Problème  IV.    Trouver  l'intégrale  de  la  diffé- 

dx 


rentislle  — 


X*  KÂï-HMe 


Solution.    En   fuppofànt   K»x— ♦•^T=/— x  ) 
on    aura    mt-t-ùb^j^f — 2*/— »-*«,    *=:2^^^^^ — , 


^^--t-^A  v^    l/^yy-^bh  ç  d% 


iiS^y-y^  X '^*^'"       =  ^U^—  ;   diffé- 


«âHBsaBk*i 


y   '^  yy — ^^ 

rentielle   qui  a   la  même  forme ,   que  celle  de  l'Article 
CCLXXx.,   &  dont  rintégrale   par  confequent   fe  trouve 

ppp 


/ 
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de  même,  c'eft  a  dire,  par  des  quantités  algébriques^ 
&  par  les  re£lifîcations  des  arcs  d'hyperbole^  &  d'ellip- 
fc  enfemble.    C.J^F.  T- 

CCLXXXIIL 
G>rollaire  L  L'Intégrale  5*.         ^^ fe  trouve 

par  des  quantités  algébriques,  &  par  les  reélifications 
de  rhyperbole,   &  de  rellipfe  enfemble,  lorfque  ^  &/ 


font  toutes  deux  pofitivei.  Car  ^^?-+/V  =/**^ 


tx 


CCLXXXIV. 


CoROLLÂiBX  II.  L'intégrale  S»    -r fe 


trouve  toujours  par  des  quantités  algébriques,  &  par 
les  reflifications  de  l'hyperbole  &  de  rellipfe,  quelques 
foient  les  quantités  #,  /.   Car   elles  ne  peuvent  être 

toutes  deux  natives,  par  ce  qu'alors  '^tf -+•/««,  & 
1 feroient  imaginaires.  Mais  loriqu elles  font 


r*  ^*-+/«  * 
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toutes  les  deux  pofitives,    &  aufli   lorfcjue  Tune  eft  po- 


fitive,    &   lautre   négative ^   Imtégrale  S.  — 


Jt 


fe  trouve  par  des  quantités  algébriques ,  &  par  les 
reâifications  de  Thyperbole  ^  &  de  rellipfe  enfemble 
(Art.  ccLxxxi.  &  ccLxxxiii.);  donc  &c. 

CCLXXXV. 

THEOREME    IIL   L'intégrale    de   la    différentielle 

I  .^1 

générale  h^""     '^  die  (^ -+/*  » )'^ ^  "»  dépend  de  Tintégra- 

le  S.  — ^ ,   &  par   confequent  de  quantités  al- 

gebriques,  &  des  re£lifications  de  rellipfe  &  de  Thyper- 
bole  enfemble,  lorfque  r  Se  -n  font  des  nombres  en- 
tiers quelconques  pofitifs,   ou  négatifs,   ou  zéro. 

Ce  Théorème  fe  démontre   de  même  que  le  pre-- 
cèdent  « 

CCLXXXVL 

Corollaire.  L  Si  dans  Tequation  différentielle 
dxl^  «j^— n,   qui  eft  Telement  d'un  arc  de  la  premiè- 


re parabole   cubique ,  on  fait  m  =  K  j/ ,  Texpreifion  pre« 
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cedente  fe  change  en   celle-cy  -^I — tl^LL^  laquelle    cft 

un  cas  très  fimple  du  Théorème  précèdent,  en  faîfant 
T=a,  &  'jrH:-=-  donc  la  reftification  de  la  pre- 
mière parabole  cubique  dépend  de  celles  de  Tellipre^ 
&  de  Thyperbole  enfemble,  &  non  pas  de  l'hyperbole 
feule,  comme  Tont  crû  quelques  grands  Géomètres • 

CCLXXXVII. 


Corollaire  IL  En  fubftituant  partout  %^    dans 
la  difTérentielle   du  Théorème,   on  la  réduit  a  la  difie- 


n 


xentielle  -a        ♦       dzÇe-^^x^       *•  Donc  Fintégrale 


de  cette  différentielle  m  ♦  dx(e -+/j»')  "  *  dé- 
pend de  quantités  algébriques,  &  des  reâifications  de 
Thyperbole,^  &  de  Tellipfe  enfemble* 

CCLXXXVIIL 

Corollaire   III.    En   fubftituant  /^^    au    lieu 
de  X  dans    cette   dernière   différentielle   on   la   réduit  a 

cette  autre  — ^-^^^ '-^^ — —^    qui     par    confequent 

«  4         4 
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fera   intégrable  ,    comme    lautre ,    d*ou    elle     dérive • 

CCLXXXIX. 

Corollaire.   IV.  On   pourroit   trouver  d'autres 
formules  générales  en  rendant  rationelle   la  différentielle 

^x^^-+-/«*,  8c  fubftitUant  pour  x  fa  valeur  rationelle. 

ccxc. 

Corollaire  V.  En  joignant  enfemble  les  deux 
derniers  Théorèmes^  on  voit  que  la  différentielle  gène- 


I 


raie  x  ""  *^x(^— h/x*)  "^  *  ,  &  toutes  celles  qu'on  en 
dérive  par  fubftitution  font  toujours  intégrables  par  les 
re£lifîcations  des  fe£lions  coniques,  &  par  des  quantités 
algébriques  • 


Problème  V.  Trouver  l'intégrale  de  la  différen- 


tielle    , 


SoLUTi ON .  L'équation  bb  H[;/>x  —  xxziroa deux 


racines  réelles ,  Tune  pofitive  x=z  dt-p-^  l^-ipp'-^fbj 
que  nous  defignerons  par  /&,   &  l'autre   négative  x  =? 
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—t--^— ^i  6ft,4.AT,  que  nous  nommerons  —  ^;  d'où 


il   fuit  que  le  trinôme  bbz±p't — ««  a  pour  £i£leun 
réels  A—*,  &  it-*-*>  &  que  -;| = 

dx  du{k-¥x)-—xix 


,»  ^'(TIITjrr+TJ       i,»^(A— ,)(*-!.,) 


1 


dxjk-^x) X^  dx  dxl^i 


«*#/«  /v.  p:..*/^^i^  r  «*</jr 


.  Or  rintégrale  S. — -*  ^^  fe  trou- 

kl^èb^px-^xx  kl^bt^fx—xx 

ve  par  la  reflificatioa  d'un  arc  d'hyperbole,  &  par  une 

quantité  algébrique  (Art.  CCLXIX«);  &  en  Êdfant  kr^9c = z, 

I 
on  aura  i/ir==:i/«,i&— 4»=i&-+jt  — a;,*!*^'^ — ^,& 


1  I 

d  xl/T^x  z^  dx  z^  dx 


différentielle  dont  l'intégrale   eft  un  arc  d'ellipfe,   quoa 
trouve  comme  il  a  été  expliqué  (  Art.  cclxv.  )  •    On 
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aura   donc  Tintégrale    de   la  différentielle  propofée   par 

les  re£lifications   de  l'hyperbole   &  de  rellipfe,   &  par 
une  quantité  algébrique.  C.^F*T, 

CCXCII. 


Corollaire.  En  fubftituant  ---   au   lieu   de   m 

dans  la   différentielle     ^  on  la    réduit    a 

celle-cy      ^      "^     ,  qu  on  intégre  comme  la  pre* 

cedente. 

ccxeiii. 

Problème  VI.  Trouver  Imtégrale  de  la  différen* 
tielle  -r * 


Solution.  Les  racines  de   Tequation  ^si^tp^'^ 

/  ■  ■    ■ 
hb=.o  font  «=I+-^-+-^-/»/> — ^^  &  «»=:h:-^ 
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Cas  L  Si  -/>^=^A,  le  trinôme  MH:±pK'-¥bb 

fera  un  quarré  qui   aura  »':±  ^py  ou  --pzt^  pour  ^ 

I 

racine,  &  en  Êiifànt  «^=:s,  la  difTérentielle  propofée 
deviendra  rationelle,  &  pourra  s'intégrer  par  les  qua- 
dratures des  feélions  coniques. 

Cas  il  Si  ^pp  ^  bb^  les  racines  de  l'equadon 

ux:ztp^'^^bb=zo  feront  imaginaires  &  ce  trinôme 
naura  point  de  £i£leuR  réels.  Alors  pour  trouver  l'in- 
tégrale,  on  ruppofera  «fzJ:-'^=^>    ce   qui    donnera 


^-^\pydH^d%^  &  -j 


dz  dz 


l^z'^'^p.  I^zz — ^pp'^AA  yz':^^f.  ^ zz-^qq 


,     en 


mettant  qq  z  h  place  de  bb^^^ppi  £iifant    de   plus 
*^2sz—H^^  =:/•—»,  on  aura  %z=zlïLllll  ^  y  —  %  = 


diffé- 


( 
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différentielle,    dont   Fintégrale    fe    trouve   comme   dans 
le  Corollaire  du  Problème  précèdent. 

Cas  IIL  Si-/>/>  ^  bb^  les  racines  de  Tequation  9c  x 


p  x^^bb=zo  font  réelles ,  &  en  fuppofant*^!/)/) — bb 
b^  on  aura  h  ^  ^ p^  8c  ib  ^ p . 


Lorfque  le  trinôme    fera  xx^+p9c^+b by    les  raci- 


E  /        A  I 


nés  feront  x=— -^/>— ^^  &  x=z  —  ^p^^b  ^  les  fa- 
fteurs  réels  *-+•-/> -H- i&,  &  x -+-/>— /&,  &  la  différen- 
tielle    ^  *  — .   En  fuppofant  x-^ 

I 
^p  —  ^  =  «,  on  aura  dx:=zdzy  ;j=:«-i-i&— «j^jW* 


b~p,  i^x^h^\p=zV:^^2b  ^ 


*'^^— ^7/>— 'i&  =  ^%,  &  la  différentielle  deviendra 


iz  . dz 


X 


.  «I 
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= -; ^ — ' —  ,  en    faifant  3^ — ^p=^i±rj  Se 


b{p-^ib)=zcc  ^  quantité  pofîtive  ,  par  ce  que 
p  >  ib .  Or  l'intégrale  de  cette  différentielle  fe  trouve 
comme   dans  le  Corollaire  du  Problème  précèdent  • 

Lorfque   le   trinôme  fera   x«-~-/>x-+^^,   les  ra- 
cines  feront  ^=;^p— i&,  &x=:j/>-»-i&,  les  fà£leurs 

réels  du  trinôme  s^-^^b  —  \p^  &« — J^-^'^py  &  la 
différenti«lle  -^— — — — ^— — — .  ,   En  fuppofànt 

fç.m^b-^^p=z%^  on  zunJi$=:zdzy  n^zx^^^p  ^^b^ 


X 


*"%-— TT,    &    la    différentielle 

dz  Jz 


1 


^timmmm^i^'i^m 


qui  s'intégre  comme  la  précédente ,  Donc  la  différen- 


tielle propofée  -7 —  —  fe  trouve  toujours  par 


»* 
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les  reflifications  de   Thyperbole,    &  de  rellipfe,  &  par 

une  quantité  algébrique  y  excepté  le  cas  de  bz=z 
•^/>5  dans  lequeFon  la  trouve  par  les  quadratures  des 
ferions  coniques .  C.  ^  F.  T. 

CCXCIV. 


Problème   VIL  Trouver  Fintégrale  de  la  diffé- 
rentielle 


I 


x*^jc  — âfx  —  6Â 


Solution.  Pui(que  px — xx — ^^=:-  PP^^  ^^ 

—  f-i />/)—•  j&X'-H'X^V  lorfque  ^  pp  ne  fera  pas  plus 

grand  que  bb^lt  trinôme  px — xx — bb   fera   négatif^ 
&  (à  racine  imaginaire^  aufli   bien  que    la  différentielle 

]  propofée*  Il  faut  donc  fuppofer  ^  p^b^    o\x  p>  zk* 

Dans  cette  fuppofition  le  trinôme  aura  pour  fes  fafteurs 

réels  x---\p--^  y-^pp  —  bb  y  &  ^^^Ip^ 
en  mie t tant  i  au  lieu  de  f/^pp-^bb^  Donc  la  diffc- 
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•   Il  d  X  dx 

renuelle     ,  =~; 


m 

Suppofànt  maintenamt  •^^— i-i^-— x=:ss,  on  aura  </x= 


1^— i.^-t.^r=f/2*— «,    &   la    différentielle    pro- 


*f 


•         '•     .  / 


,  qui    smtcgrc,    comme 


1  ^«  ^M^^M^^—— ^^^M— ^— 

celle  du  problème  précèdent,  c'eft  a  dire  par  les  refti- 
fications  de  Thyperbole,  &  de  rellipfe,  &  par  une 
quantité  algébrique,  excepté  le  cas  ou  elle  dépend  des 
quadratures  des  ferions  coniques .  C.  J^F.  T. 

ccxcv. 

Problème    VIIL  Trouver  l'intégrale   de  la  diffé- 


rentielle 


I 


Solution.    Puifque    le    trinôme   HH-^px-^^bb 
efl   le   même   que    celui    de    Tavant-dernier    Problème, 
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il  aura  les  mêmes  fa6leurs  *r±  "  p  —  ^>  &  *:±-p 


by  en  fuppofant  h=z  f^-'pp-^bhy  Se  on  aura  les 
mêmes  cas. 

Cas  I.  Si  ^pp^=:bby  le  trinôme  fera  un  quarré, 

I 

&^  çn  faifant  x^  =«,  la  différentielle  propofée  devien- 
dra  rationelle,  &  pourra  s'intégrer  par  les  quadratures 
des  feftîons  coniques. 

Cas  il  Si  -/>/>^  ^^,  les  fa£leurs  du  trinôme 
feront  imaginaires,  &  on  fuppofera,  comme  dans  le  fé- 
cond Cas  de  Favant-Klernier  Problème ,  x-^-/)=g^ 
ce  qui  donnera  dx:=:zdxy  xxz±p9C'^hb=^xz^+b b 
*^^'-pp:=:zz'^qq^  en  mettant  ^^  au  lieu  de  ^^— • 


M  • 


9i 


fuppofant   de    plus  ^% Z'Hrqq r=^  —  %,   on   trouvera, 


comme  cy-deffus ,  '^2;%-4-^^=:^^*i^^^^i^ 


45>4  Elemems  ou  Calcul  inte'gral 


7      9^j^y^pj^q^ 

*  Or  ces  trois  différentielles  s*in- 


tégrent  chacune  en  paniculier:  la  première  par  la  re- 
£lificatioa  de  Thyperbole  (Art*  cclx.);  la  féconde  par 
ia  rectification  de  Thyperbole^  &  de  Tellipre,  &  par 
une  quantité  algébrique  (  Art.  CCXCL  )  ;  &  la  troifie* 
me  par  la  reflifkation  de  Thyperbole  ^  &  par  uae 
quantité  algébrique  (Art.  CCLVIL,  &  CCLXix.). 

Cas  IIL    Si  ^pp^^^y  les  &6leurs  du  trinôme 


étant  réels,  on  aura  ^  ^ —    ^-  j 

Lorfque   le  trinôme  fera  xx^^px^^-i^bb^   en    fuppofant 
^p^^b=^%^  on  aura  Jx=:d%^  xzzzx^-^b^^^-p^ 


I 


|/a;-4.^_if>,     f^ 


I 


1  A/'  .      /  «     .  my  I  •  1^ 


r/>>     *^«-H^;.--i=:«", 


1  >  9 


i/rm 
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___a^  z    az 


z 


Or  puifque 


«•  '^««-fisÇjA— 2-^)^*(;  — »A) 


y^pp'^bb:=^by  8c  que  par  confequent  ^p:^  B^  & 
/>  ?■  a  -^,  le  produit  b{p^-*zh)  fera  pofitif,  8c  — ^  X 
(/> — 2-^)  négatif.    Donc  les  deux   dernières  différen- 

1 

tîelles   fe  reduifent   aux  formes  ^  '"^^  — ■> ,  & 

^zz:A^z — ce 

d  2 

t  )  dont  la  première  s'intégre  par  la  re- 


aification  de  l'hyperbole  (  Art.  CCLX.  ) ,  &  la  féconde 
par  les  reftifications  de  l'hyperbole,  &  de  l'ellipfe ,  & 
par  une  quantité  algébrique  (Art.  ccxcir. ). 

Lorfque   le   trinôme    fera  nx-^p^'-^bb y  ou  la 


différentielle  '    '  -.   :     en    fuppofant 

1  *  a  * 
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9ê 


-^-+i^=«,  on  aura  dM=zdzy  *=«-+-^— 


h,  «"=/«-^^/)-^,/li-»-i/»-4-^=«^. 


^*— -/> — /6=*/«"^TT,   &   la   difFérentielle    de- 


viendra'   '    ^       *  :^  ■ , 


«*</« 


i-'s» -+ «  (-j /> — ^A"^ — i6(jp— »^) 


(i^-.A)jg 


«»*^i«-f«(i^—j*)— *(/—»*) 


.  (^  ces  deux  difTéren- 


tielles  font  intégrables,  comme  les  deux  dernières. 


Donc   la  difif<^rentielle    propof<^e    ^s=====>  eft 

toujours  intégrable  par  les  reflifîcatîons  de  l'hyperbole , 
&  de  rellipfe,  &  par  une  quantité   algébrique,  excepté 

le  cas  de  -^  ^=s:^,   dans  lequel  elle   s'intégre  par  les 

quadratures  des  feâions  coniques.  C.^F.T. 


CCXCVI- 
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CCXCVI. 


45>7 


THEOREME    IV.     L'intégrale    de  la  différentielle 


x"-  V* 


■WW«|«M 


1^     fe  trouve  toujours  par  les  reflifications 

de  Thyperbole,  ou  de  rellipfe,  ou  de  toutes  les  deux 
enfemble  &  par  des  quantités  algébriques  ^  a  moins  quâ 

le  trinôme  g  ^* —♦-/;*-+•  ^  ne  foit  un  quarré,  &  dans 
ce  cas  on  la  trouve  par  les  quadratures  des  ferlions 
coniques . 

Démonstration.  Les  trois  confiantes  g^f^^n^ 
pouvant   être   toutes    trois   négatives,    par   ce   qu'alors 

^ gx^  --hfx  -H^^  &  la    différentielle   propofée  feroient 

imaginaires,   on  fuppofera  Tune  de   ces  trois   confiantes 

pofitive . 

I.^    Si  g  efl  polîtive   =  r  r  ,    on    aura  c  X 

y^^^^ÙL^±  =z  i/gxx^fs^e^  &  alors  en  fai- 
faut  i  =  r±  p,    &   S^  =z  =±  bb.    la   diffère ntiellc 

ce  *^  ^  ce  ' 


fera  *     ^^^         :    or    nous    avons    démontré    en 

détail,    que  cette   différentielle  efl    toujours    iatégrablc 
de  la  manière  énoncée  dans  ce  Théorème  • 

Rrr 
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IL**    Si  c  eft  pofuive,  o\x^=zbbccy  la  dîfTérentiel- 


I 


fera  -  =  '—===?  y   cnni- 

iant  g:=.ztccy  8cf:=zdtpcCy  &  nous  avons  démon- 
tré que  cette  difTérentielle  s*int^gre,  conune  il  eft 
marqué  dans  Fenonçé  du  Théorème  • 

IIL^  Si /eft  pofîtive,  ou=-+^fr,  la  différentiel- 

jr*~*  *  d  X 

le  fera       ^  %  en   falfànt  p=zztccy  &r= 

t±^*rf;  &  nous  avons  démontré  que  cette  différen- 
tielle eft  toujours  intégrable,  comme  dans  l'enonçé  du 

x"^  ^  dx 

Théorème  :  donc  la  différenriclle  ■    ■  -^-^  dans  tous 

les  cas  poffibleS)  peut  s'intégrer,  conune  nous  avons 
dit^  C.^F.D. 

CCXCVIL 


Corollaire  L  Si  dans  la  différentielle         ^-^  %z^ 


on  fait  r  tf— t-^«%=:K  X,  ou  a-^  h zz:=:zx  y  on  aura 

y  — ^  ^x  —  x      j  dx  ^ 
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confequent  d%l/7^h%7i=:^  —  -  *        -■'  .   De    plus 

*^/-4.^««=:-^ ^=-   ^/'    ,     en    faifanç 


^/  —  /ijp[=rrc:  donc  — -7===r-   =    ' 


X 


^  y 


en    ÊUL- 


(àat  /=  cc-^agy  &  acc=zc  ^  laquelle  différentielle 
nefl:   qu^un  cas   particulier  de  la  precedettte  •    Donc  la 

différentielle  ^2_f^-2^    eft    intégrable    par    des   arcs 

d'ellipfe,  &  d'hyperbole,  quelques  foîent  les  coefîicîens 
^5  ^^/>  J?)  excepté  le  cas  dans  lequel  cette  différent 
tielle  fe  rapporte  a  la  quadrature  des  feflions  coniques* 

CCXCVIIL 
Corollaire  IL    Si  dans  la  différentielle 

"^-T^Œcr   on  fait   z=z^  ^  die  fe  change  en  celle-cy 


zz 

^dx^axx--¥b 


5  qui  a  la  même  forme  que  la  precedcn- 

te ,   &  qui   par  confequent  eft  intégrable    de  la   même 
manière*     On  réduira  auffi  a  la  même  forme  les  diffe- 

zzf^a-^bzz'.  t^f-ihgzz^  ^a-k-izz.  ^f-+gzz  ^ 
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U  première  en  fàiiànt  x 


^Ï^^^^HF  devient 


i.' 

m 


^'^t^xx—b 


vfxT—Tf- 


te  la  (èconde,   en  fuppofânt  x=-7==.  Te  change  ei 

^a-htz* 

ces  deux  autres  f — ^-n-V-^—L— ' -♦•  (        i/)   X 


-_111Ij^»    Donc  ces  différentielles  font  aufli  intégra- 


g 


blés  de   la  même   façon:    nous   n avons   pas   répété  le 
calcul,  qui  ne  peut  faire  aucune  difficulté. 

CCXCIX. 

Corollaire  III.    On  peut  réduire  aux  formes 
précédentes  toutes  les  différentielles,  qui  fui  vent: 


I. 


2. 


3 


4- 


dz  ^o-4-Ag 
l^zU-^gz) 


^2 


5 


(^. 


7- 


8. 


dzf^ 

-fis 

i 

if-+gz 

^^\ 

Z*^  Z'i 

ô 

î_ 

(«-t-3 

O*  f'zif-i-gz 

) 

dzf^z 

1. 

• 


('»-+i«)*  *7-îl? 
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il  fuffit  pour  toutes  ces  reduélions  de  faire  X9c:=:zzy 
toutes  les  exprefllons  précédentes  fe  trouveront  changées 
en  d  autres ,  qui  feront  toutes  renfermées  dans  les  cas 
du  dernier  Théorème .  Nous  omettons  les  détails  des 
fubftitutions,  qui  font  femblables  a  celles,  que  nous  ve- 
nons d'expliquer .  De  plus  TexprciTion  différentielle , 
quoique    plus    compofée    en    apparence, 

dépend  des  formes  de  ce  Co^ 


(A^Bz)iiz 


\ 


rollaire.  Car  en  fubftituant  4-H-^«  =  ar,  ou  z 

la  différentielle  précédente   fe  change   en 

, ,.  .  ^  ceft  a  dire 

ok    x{^Oc-^ex — tte){^bj — *^g-^gx) 

>  Ah  dx 

h^ x{^bc  —  ae-^ex)  (^bf — a g—hgT) 

Badx 


b  ^ x{bc  —  a  e-^ex )  {bf-^^ag^^gx ) 

—  — -  Or  les  deux  premie- 

b  yx  i^bc  —  ae-^ex){b}  —  ^g-k-gx)  * 

res  différentielles    fe   rapportent   a  la   forme  quatrième, 
&  la  différentielle 


b  i^  x{bc  —  a  c+ex)  (^bf — ag-^gx*) 

—  '  dépend    de    la    forme 

i  f^(bc  —  ae-^ex)  {bf — ag-^gx) 

troifieme.  Donc  cette  différentielle  s'intégre  par  les  re- 
ftifications  des  ferions  coniques ,  avec  les  mêmes  con- 
ditions, que  nous  avons  démontrées  cy-dcvant. 


v 


À 
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CGC. 

Corollaire  IV.  On. peut  ramener  aux  formes 
précédentes    la    différentielle    fuivante 

;  car  on  peut  refondre  (par 


le  Ch.  VL)  le  dénominateur  de  cette  fra£lion  en  deux 
faéleurs  trinômes  réels.  Suppofons  que  ces  fa£leurs 
foient  g-^ik^f"^  ^^f^y  &  w— 4-2^x— ♦■««X,  en  forte 
qu  on   ait  a  intégrer  cette>  différentielle 


Jg 


s  •.  Soit  fuppof?  W-+ 1  en 


«4-;ixx=r(^^f-2/^x-f-/&x4f)/  afin  que  la  différentielle 
propofée  devienne  ^^.  En  extrayant  la 

racine  de  part  &  d autre  de  Tequation  précédente^  cefl 
a  dire,  de  >w— 4-2^;if-4-»«x=(g-*-2^;c-*-i^;ffiç)/,  ou 


de  nx-t-i^ — rr'*==^^^^*Tr-%  oû   aura   en  ordonnant 
Tequation  »«— i&/^-*-^ — ky'==^ 

^pyy-^qy-^r^  en  lairant/>  =  ^* — g^yq^g^^^ 

bm-^iek^  ^=9^ — »w,   &    «n   difïërentiant   Tequa- 
tion  m--\rien-^nn;i=z{q'^ikn-^bnn)jfyOXï  trouve- 
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ou  -  ■  -i._..A,^  =5  *  I       i      .  Or  (l  a  la  pla* 


ce  du  dénominateur  ^-t-»:»-— /^/•—- j^/«    on  fubilitue 
fa  valeur  trouvée ^ py y -<•  S^/ H* ^ >  requation  propofée 

fe  change  en  cette  autre  — —    ^  ^  de   la  méniè 

forme  que  les  différentielles  précédentes,  &  par  confc* 
quent  intégrable  de  la  même  manière. 

CCCL 

Lemme  IV.  Si  on  fuppofe  R^zc-^fic-^gx^  , 
5=^— i-A,  f=:5-*-A,  &  ^=^~r^>  on  aura  ces 
deux  équations. 


X 


Ces  équations  ne  font  que  deUx  cas  particuliers  des 
formules  générales,   que  nous  avons  dëmontrées   (Art. 
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ccxiii.,ccxv.);  on  peut  aufli  s'aflùrer  de  leur  exafti- 
tude ,  en  prenant  les  différentielles  des  deux  membres  de 
chaque  équation,  quon  trouvera  égales  entr elles. 

CCCII. 

Corollaire  L  i.""  La  première  e<][uatioa  na 
point  lieu,  lorf<][ue  les  trois  nombres  ^jSyf  font  e^ux 
chacun  a  zéro )  ce  qui  arrive  toujours,  quand^=a=:A. 

2.^  Lorfque  deux  de  ces  trois  nombres  ^yS^f 
font  égaux  chacun  a  zéro,  deux  des  intégrales  defîgnées 
par  S  difparoiilènt   dans  Teq nation,  &   la  troifieme   fe 

trouve  par  la  quantité  algébrique  m^R^. 

3.^  Lorfqt)'il  n'y  a  quun  de  ces  trois  nombres 
égal  a  zéro,  fi  l'une  des  deux  intégrales,  qui  redent,  eft 
donnée,  on  trouvera   toujours  l'autre   par  celle    qui  efl 

donnée,  &  par  la  quantité   algébrique  99*  R!^. 

4.^  Lorfque  les  trois  nombres  ^y  Sj  f  font  réels, 
deux  des  intégrales  étant  données,  on  trouvera  toujours 
la  troifieme  par  ces  deux  données,  &  par  la  quan- 
tité x'  R""  . 

5.^  Enfin  pour  &îre  ufage  de  la  première  équa- 
tion, il  faut  remarquer  que  les  expofans  6 — i,  ô,  & 
fl-*-i  de  la  variable  *,  hors  du  trinôme •rR,  dans  les 
trois  intégrales  defignées  par  S.  font  en  proportion 
aritlimetique ,    dont    la   différence    eft    l'unité,   &    que 

l'expo- 
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l'expofant  du  trinôme  R  y  dans  ces  mêmes  intégiviles  y 
eft  le  même,  fçavoir  A  —  i. 

CCCIII. 

Corollaire  II.  i.°  Quand  on  ne  veut  emplo- 
yer la  féconde-  équation  que  pour  diminuer  fucceflive- 
ment  de  l'unité  Texpofant  A  du  trinôme  Ry  cette 
équation  devient  inutile,  ^^  ff=-^^gy  p^r  ce  qu alors, 

p  étant  zéro,  le  terme  \p.S.x  R  "^^dxy  dans  lequel 
feul  cet  expofant  eft  diminué  de  Tunité,  difparoit  aufli. 
Ceft  la  même  chofe,  quand,  p  étant  une  quantité  réel- 
le, on  a  A=:a;  il  faudra  donc  que  A^  &  ^  fbient 
réels,  pour  faire  de  cette  équation  l'ufage  quon  vient 
de  dire. 

11.^  Lorfque  A,  &  />  étant  réels,  Tun  des  deux 
nombres  ô,  ou  /-4-i  eft  zéro,   on  trouvera   l'intégrale 

S*  x^  R^'^^  dx  par  lautre  intégrale ,   qui   refte ,  &  par 

la    quantité    algébrique    xR^-^^x^^R^y    &    fi 

ces  deux  nombres  font  égaux  chacun  a  zéro,  cette  in* 
tégrale  fera  algébrique. 

ÏIL°  Lorfque  les  quantités  />,  ^,  ^^  &  r-f-i  font 
réelles,  deux  des  intégrales  étant  données,  on  trouvera 
toujours  la  troifieme   par   ces  deux  données,  &   par  la 

« 

ijuantité  algébrique  *  i?.*"  — H  A^  «*  "*"  ^  2?1*" . 

S  s  s 
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CCCIV. 
Le  M  ME  V.    L'intégrale  de  la  diflR^rentielie 


• 


T^  — 


^  dn{e -*-/« •+■  5 ** )  *  fc  trouve  algébrique- 
ment,  ou  par  les  quadratures  des  feflions  coniques, 
lorfque  le  triuome  f— ♦-/x-4-^**  eft  un  quarré,  & 
que  r,  &  'V-  font  des  nombres  entien  quelconques  po- 
fitiÊ,  ou  négatifs. 


Or 

en  fuppofant 

i^  ^— t-yj»— «-g«*=4— 

htXy 

& 

%z, 

on  aura  dn=z 

'A'- 

H- 

»  zc  — 

+^x)''— '  =  (4-»-^a;a 

O"* 

I 

5 

T^i 

&  If        *^*(rH-/i»-4.5**)        '=2«"'-*-"-'i/%X 


(4— t-^»» )*'"—',  différentielle  rationelle,  quon  pourra 
intégrer  algébriquement ,  lorfque  l'expofant  2  r  -4- 1  3+ 1 
de  «  hors  de  la  parenthefe ,  &  l'expoiànt  2-^-^1  du 
binôme  a-^bzz  font  des  nombres  pofitifs,  &  quon 
intégrera  par  les  quadratures  des  fe£lîons  coniques,  lorf- 
que ces  expofans ,  ou  l'un  des  deux  feront  négatifs , 
comme  nous  Tavons  démontré  (Chap.  VI.). 

cccv. 

Corollaire.  Si  dans  le  trinôme  c^^fx-^^gxx^ 
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on  a  ff=z/^eg^  ou  fzrzzvegy  il  faudra  que  ks 
quantités  ^>  &  ^  ayent  le  même  figne  -+■ ,  ou  —  ; 
car  fi  elles  avoient  difFérens  fignes,  le  produit  eg  kr 
roit  négatif,  &  /  une  quantité  imaginaire  ;  par  confe- 
quent  la  différentielle  propofée  feroit  auffi  imaginaire, 
&  nauroit  point  d'intégrale  réelle.  Suppofons  premiè- 
rement ,   que    ces    quantités   ayent   le   figne   -4- ,   que 

e-zi^aa^  &  g:zzbb^  on  aura  eg=:aabhy  y  eg^=:^ab^ 
fzzzah^  &  le  Trinôme  e^-^fx-^ gMx=zaar^2  ab:c 
-^bhxMy  quarré  dont  la  racine  eft  a^+bx:  donc, 
dans  cette  fuppofition ,  la  différentielle  propofée  fera 
intégrable  algébriquement ,  ou  par  les  quadratures 
des  fe£lions  coniques  •  Suppofons  en  fécond  lieu  que 
les  quantités  c  8c  g  foient  négatives ,  ou  que  ^  =  — 
aa^  &  ^=:=  —  bb^  le  trinôme  fera  —  aa^-^iabx-^ 
bbxxy  quarré  négatif  du  binôme  4 ^—^^^  ou  àc  bx^^a^ 

d'où  il  fuit  que  y^-^fx^^gxx  eft  une  quantité 
imaginaire,  &  que  la  différentielle  propofée.,  qui  ren- 
ferme cette  racine,  eft  auffi  imaginaire.  Donc,  iorfque 
cette  différentielle  eft  réelle,  &  quej^=4^^,  le  trinô- 
me e-^fx^hgxx  fera  un  quarré  pofitif,  &  la  difS- 
rentielle  intégrale  algébriquement,  ou  par  les  quadra- 
tures  des  fe£lions  coniques. 
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CCCVI. 


THEOREME   V.   L'intégrale   de    la   difTéreatielle 


m'^^  dn{e'^fn'-^gxH)  *,  dans  la<][uelle  t  cft  un 
nombre  entier  quelconque  pofitif,  ou  négatif,  peut 
toujours   fe    trouver    par    les  deux   intégrales   donqées 

X 

g9Cx)     "    . 

Démonstration  •  I."*  -R  étant  toujours    fuppofé 
:r:ze'^fx-^gx9ty  foit   une   fuite  de  différentielles  * 


R  ^dn,  M^R  ^dxj  X  ^R  ^  dx^  x  ^R  ^dx, 
Cfc.^  dans  laquelle  les  expofans  àt  x^  hors  du  trinôme 
R  y  font  une  progreflîon  arithmétique  croifTante  de 
Funité.  Il  eft  évident  quen  prenant  trois  différentielles 
contigues  dans  cette  fuite,  on  pourra  toujours  les  pla* 
cer  dans  la  première  équation  du  Lemme  IV.,  au  lieu 

des  différentielles  x'^^  B^~^  dx, xV~  '  dx,  x^'  X 

JR^""   dxy  en  faifant  A — i  =: — i^  ouA:=-&d— r 

égal  au  plus  petit  expofant  de  x  hors  du  trinôme  R 
dans  ces  différentielles .  Donc,  fi  Ion  prend  les  trois  diffé- 
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rentielles  contigiies  ^  ^R  ^dx^x^R  ^dx^n  ^R  ^dxy 
on  aura  * —  i  =r—  -^  *="J>  &  comme  on  a 
aufli  ^=7>  on  aura  i=:*-»-A  =  i,  &r=x-t.A=:|. 
En  fubflituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation 
x'R''=Se.S.x'^'  R''^'dx'-¥'sf.S.x^R'"^'dx^tg.X 
S.x^^  iC'^'dx.  elle  devient  ii^li*"=:i^.5'-^'^^ir'^X 

'I  L       1 

dx-^f.  s.  x^R    ^dx^-^-^g.S.x       R      d x  ;    équation  , 


par  laquelle  les  deux  intégrales  S.  x    ^R    ^ dx^8c  S.x*  X 

R   ^dx  étant  données,  on  trouve  la   troifieme  intégrale 
I       I 

S.x       R   ^  dx.    De  même ,  fi  on   prend  les  trois  diffé- 

XI  II  X 

rentielles  contigiies  x^R   ^dx^n     *R     dxy  8c  x     *X 

I 

-R   ^dx^  on  aura  6 — i  ="j,6=|,i=:ô-4-A=:2,^=: 
5 -4- A  =  2—»-^='^,   &  en   fubftituant  ces   valeun  dans 


2      2 


la   première   équation    du  Lemme  IV.,    on    trouve    la 


I 

a 


troifieme  intégrale  S.x     *ii   *  ^x  par  les   deux   autres, 
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&  ainfi  de  fuite  a  Tinfini.   Car  fi  on  prend   en    gênerai 


trois  différentielks   contigiies  x       ^R   ^dxytê  *X 


T-t*  X 


R    *J;f,  &  *       ~*R  V*,  on  aura   6 — i=irrt-> 


^    ^^.       I  ^^^M  X    _^  .^i  ' 


=:r-4-zHh-;&ileft  évident  que,  r  eunt  un  nom- 
bre entier  pofitif,  les  trois  nombres  ^^^^  &  ^  feront 
toujours  réels ,  &  que  par  confequent  (  ArL  cccii.  )  la 
première  équation  aura  toujours  lieu,  pour  augmenter 
fuccel&vement  de  Tunité  Texpolant  de  «  hors  du  tri- 
nôme R. 

2.^   C'efl   la  même  chofe  pour  dimmuer   fuccefTi- 
vement  de  Tunité  cet  expoiant  de  x.  Car  foit  une  fuite 


de  difFérentielles  x^R     ^dx^  x    ^R    ^dxyX  »  X 


»— - 


R    ^dxyx  ^R    ^dxy  ÛTc.y  dans   laquelle   les  cx- 

pofans  de  x  hors  du  trinôme  R  font  une  prc^reifion 
arithmétique  decroiiTante  de  Tunité .  Il  efl  évident , 
quen  prenant  trois  difKrentielles  contigues  dans  cette 
fuite,  on  pourra  toujours  les  placer  dans  la  première 
équation  du  Lemme  IV.  au  lieu  des  trois   diflerentiel- 

les  x'-'  R^'-^'dxyx' R""^' dxy  ^-^^  R'^-'dx,  en  fei- 
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iant  X— !=:  —  -j  ,  ou  A=:-i,  &  fl— ^i  «gai  att  plus 

petit  expofant  de  h  hors  du  trinôme  dans  ces  difTéren» 
tielles  contigiies.  Donc,  fi  on  prend   les  trois  difFéren- 


i-i 


tielles  contigiies  h^R    *  d^y  #»     »R    •  diçy  h         "*  X 

R    ^dx^  on  aura  fl— 1=:— i— -  .  6=:  — -i.^=: 

fl-t.A==  —  -i -t.i.=:o5 /=j-t-A=- •    &   en    fubfti- 
tuant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  du  Lemme 


^      -  X       .     -.-i  « 


IV.,  elle   devient  m     *R  ='^-^eS,M  *R     »X 


</*— »-o-*--^.S'.x*il    *//«,  d'où  Ton  tire  S,» 


1 


i    i 


R     »^*=-^.5^.x*il    "^i/x— -«    "^R*:    &    fi    l'on 

e  e  * 

prend    en    gênerai    trois   difTérentielles    contigiies 

X  *R     *dxyM  *R     »</x,x  »X 


I 


R    '^dxy  on  aura  fl— r= — -r  —  3!^:-,  flzr:— .r— ^ 

—  T  —  1 1±  -  ,   par  ou  Ton  voit   que   —  r   étant  un 
nombre  entier  négatif,  les^valeun  de  ^,  de  ^,   &  de  j^ 
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icront    toujours    réelles,    &.    (jiie    par   confequent   (  Art. 


I 


CCCii.  )  on  trouvera  toujours  Tintégralc  5*.  *        ^     *  X 

1 
jR    *//x  par    les  deux  autres  intégrales,   au   moyen   de 

la  première  équation  du  Lemme   IV.  :    donc   Tintégrale 
propofée  &c  C.  J^  F.  D. 

CCCVII. 

Corollaire.  On  trouvera  donc  cette  intégrale 
algébriquement,  ou  par  les  quadratures  des  feflions  co- 
niques, lorfque  le  trinôme  R  fera  un  quarré  (  Art. 
Ccciv,),  &  par  les  reftifications  de  Thyperbole,  &  de 
reilipfe  ,  &  par  des  quantités  algébriques  dans  les  au« 
très  cas,  comme   nous  avons   démontré   en   examinant 

I 

CCCVIII. 

É 

THEOREME  VI.     L'intégrale    de    la    différentielle 


is^      ^  dn{e  — f-/^ -+^ *^ * )  peut    toujours   fe   treu- 

il 

ver  par  les  deux  intégrales  données   S.  x     *^x(^— »-/;c 

•^5**)  y  ^  S.  x^  dx(e''^fM--^gxx)  *,  lorfque 
r  eft  un  nombre  entier  quelconque ,  &  -tt  un  nombre 
entier  pofitif.  De- 


■r,   r» 
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Démonstration  .    R  étant  toujours  ruppofë 

e-^-fx-^gitx'y   les   deux    intégrales  données  feront 


S.»     ^R    'dx,S,x*R    *</»,    &    la    différentielle 


.1  .1 


propofee  fera  x      ^R      ^Jjc.    Or   les  deux  intégrales 


I 


S.x    ^R    *dxy  S.9i^  R     ^  dx  étant  données,  on  trou- 


ve  (Art.  cccvi.)    l'intégrale   S.x      ^R    *J^,   &   la 


r^l   -i  '^r 


différentielle    x      'R    'dx    étant    =:! ^il=^ 

; h  , H2 j ^     QQ     trouve 

R^  R^  R^ 

(  Art.  cccvi.  )  feparément  les  intégrales  de  chacune  de 
ces    trois    différentielles:   on   trouvera    donc    l'intégrale 

S.  X      *R  dx.   De  même  x      *R*dx:==:^       ^      *; 


% 


1 


&  en  multipliant  x      ^  dx   par  le  quarré  développé  de 
R,  ou  de  e-^fx^+gxxy  on  partagera  la  différentielle 


.  1 

T  «4»  — 

a    ni 


9ê  H    a  V 

,         ,    en   plufieurs  autres   différentielles ,   donf 

Ttt 


y 
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chacune  pourra  s'intégrer  feparément  par  le  Théorème 
précèdent  (Art.  cccvi.);  ^  on  voit  qu'on  pourra  tou» 
jours  trouver  de  la  même  manière   les   intégralej    des 


»dti  »^-  •^i 


différentielles  2 ^,  ï {L^y  2 JL^,  CTe., 

a"  «*^  kJ 

^ui   font    exprimées    QQ   gênerai    piur   la    différentielle 

T^  —     «ri;  -^ 

9$      ^  R       ^dn^   ir  étant   un   nopibre   poûtif  quelcon- 
ijue:  doqc  &Ct    C,  J^  F^  P, 

cçcix 

Corollaire*    On  pourra  donc  toujours  trouver 


—    «-4-  — 


Tintégrale  S.^  ^  R  ^  i/  if  par  des  quantités  dgebri^ 
^ueS)  ou  par  les  quadratures  des  feélions  coniques^  lorf« 
que  le  trinôme  R  çft  un  quarré  (Art.  ccqjvO)  & 
par  les  reélificatîons  de  ces  feflions,  &  par  des  quanti^ 
tés  algebriqlies ,  lorfque  le  trinôme  R  ne  fera  point  un 
quarré  (Art.  cccvil)>  pourvu  que  r  (bit  un  nombre 
çmier  pofitif ,  ou  négatif,  Se  yr  un  nombre  entier  pofitif. 

cccx. 

THEOREME  VII,    On  peut  toujours  trouver  Tin- 

T2t:  —      y  "^  — 

tégrale  de  la  différentielle  m      ^  R         dx  par  Us  deux 


r 
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intégrales  données  S.x  *R  *  dx^  8c  S.x*  R  *^;», 
lorfque  T  eft  un  nombre  entier  quelconque,  &  *»■  un 
nombre  entier  négatif. 

Démonstration.    T.*    En  comparant  ces   trois 

—2    — i  -    — i  -    — i 

différentielles  «    '*R    »</«,   it* R    "^dx^^'R    "^dn 

avec  les  trois  difFérentielles  ii*""^2l  </«,  J  R  dx  , 
N^il  *"  </x  prifes  dans  la  féconde  équation  du 
Lemme   IV.  if  R^-^^n"*"  R''=z6,S,pt*'''  R^dtt 

(t'^i).U-*S.x  R''dx-i-\p,S,M' R^^'dxy  que  nous 
defîgnerons  par  B,  on  trouve  ô— 1=— -^j  fi=-   9 

—  -,?— n=-:  &  ces  valeurs  étant  fubftituées  dans 


i  I 


l'équation  B,  elle  devient  »i*R""»-»-^«*R    »=-.X 


-        '  -   -i 


S".!»    "»ii    '*dx-^J!,S.M*R    '*d)t'-^^p.S,H*R    "^dn; 


'        9 


d'où  Ton  tire  l'intégrale  S.x'^R    '*dx:=j  ,  S.H    "  X 


{ 
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r  II  1x31 

p  étant  :=z^'^y^  ,    &  en   comparant   de   même   ces 

trois  diférentielles M  *il  ^</^,  «  *-R  ^dn^n  ^R  *X 
^4f^  avec  les  trois  M^'^^Rdn^  x^  Rdxy  x^R^'^^dx 
prifcs  dans  l'équation  B,  on  trouve  fl--*i=: — i,  6  = 


a>  a>  ' 


/-+i=— -,  on  trouvera  donc  (Art.  ccciil)  par 

Tequation  B  l'intégrale    S.x     ^  R    ^  dxy  tn  fuppofant 
les  deux  int^rales  ^«m     ^  J(    ^i/«,  &  5*.;»     *  R    ^dx 

X 

données  :  on  aura  donc  les  deux  intégrales  S.  m  *  X 
R    ^dn^  &  S.n^  R     ^dx. 

X 

IL*  En  comparant  ces  trois  différentielles  ^     *  X 

—  i  L     — .JL  i     --,  1 

R  ^  duy  x^  R  ^dxy  x^  R  *  dx  avec  les  trois  de 
l'équation  S,  x^^^R^'dx,  x'R^'dx,  x^R^'^'dxy  on 
trouve  d-^i=:~i,  Ô  =  -,A=— .i,X— .1=— -, 
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on  trouvera  (  Art.  ccciii.  )  Tintégrale  S.  m^R   *  dpç  par 

Tecjuation  B,  &  de  même  en  comparant   ces  trois  dif- 

— i.  -^i         ^i.  —.2.  ^L  ^1 

férentielles  9$   ^R   *dxy  99   *R   ^dfç^  99   *R   ^dx  avec 

les  trois  h  ^  Rdxy  piRdot^  hR  "*  dx    prifes    dans 
TequationS,  on  trouve  6-^1=:— i,  fl=  — ,  A=: 

— -,  5  =  — 2,  r=:-~7,  /-t-irsT-— 7:   on  trouvera 
donc    (  Art.    c  c  c  1 1 1.  )    par   Tequation    B    l'intégrale 

5.x   *it   ^  d  99  .    Donc    on   aura  les    deux    intégrales 

S. X   *i?.   ^d 9Çj  8cS^x*R   ^d9Cj    en    fuppofant   données 

les  deux  intégrales  S.x  ^R   *dxy  ScS.x^R   ^dx. 

III.*    On  trouvera  de  la  même  manière  par  les 

—1    —1  1    ^i 

deux    intégrales    S.  x   ^  R   ^  dx^  8ç,S.x^R   *  dx    ces 

IL  1    ^Z. 

deux  autrlsts  5.^   *!?.   ^dxj  ScS.x^R   ^dx;  &  au  mo* 

—1   — .i  i 

ien  de  celles-<:y  les  deux  autres  5.  x     R     dx^ScS.x  X 

jR.   ^dxy  &  ainfi  de  fuite  a  Tinfini  en  diminuant  tou- 


X 
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jours  de  Tunité  rcxpofant    de  R.   Car   ca    gênerai  ^  fi 


t 

«■"r 


Fon  a  les  deux   intégrales  S.x    *R        ^dxjScS.x^X 


R        ^duy  tn  comparant  ces  trois  difTérentielles  x    ^X 


I  *  £.  L  } 


R        ^àn^  H^R        ^dstyX^R  *  ^ «  avec  les  trois 

de  l'équation  B,  V~'  R^'dx ,  x  R^Jxy  &  x^  R^  V^, 
-Qù    trouve  tf— 1=— ^5  *=^>  ^  =  —  ^""'îi   ^= 


j-TT-t--^  par  ou  Ton  voit  qui  les  nombres  Ô  &  A  font 

toujours   réels  )  ce  qui    fuffit  (Art.  ccciiL  ) ,   en  fup- 
pofant  anffi   que  p  foit  réel,  pour    trouver  par  l'equa- 


I 


tion    B    Imtégrale    S.  x* R  ^dx^   ou  S.  w*  X 


'— •— ' 


R  *dx.   Or   oa   peut   toujoun  (Art.  cccvi.) 

augmenter ,     ou    diminuer    fuccefllvement    de    Tunité 
Texpofant  de  m  hors  du   trinôme  R.   Donc  on  pourra 


I  I 


toujours  trouver  Tintégrale  S.x  ^^R  ^^dx    par   les 

deux  intégrales  données  S.  «  ^R  ^dxy  &  S.x^R  ^dx^ 
lorfque  r  fera  un  nombre  entier  quelconque ,  &  -^r  un 
nombre  entier  négatif.  C.  j^  F.  D. 


r 


'\ 
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CCCXI, 

Corollaire   I.   Donc   en    reunif&nt   les    deux, 
derniers    Théorèmes  ,    Tintégrale    de    la    différentielle 


I 


*R      *d:ç  peut   toujours  fe  trouver  par   les  deux 

intégrales  donées  S,m  *R  *  d^c^BcS.ff^R  *^x,  lorfque 
T  3ç  '^  font  des  nombres  entiers  quelconques ^  ou  zero# 
Corollaire  II.  Donc  cette  intégrale  fe  trouve 
par  des  quantités  algébriques,  ou  par  les  quadratures 
des  ferions  coniques,  lorfque  le  trinôme  R  eft  ua 
quarré  (Art.  ccciv. ),   &  par  les   re6lifications   des  fe- 

m 

fiions  coniques,  &  par  des  quantités  algébriques, 
lorfque  R  neft  point  un  quarré,  ny  le  produit  d*ua 
quarré  par  une  conitante* 

CCCXIL 


.  I 

T  -+'  — 


Remarque  •  On  peut  rendre  la  formule  x      *  X 

R      ^dsç  beaucoup  plus  générale,  en  y  fubftituant  »*  , 

ou  %~"  au  lieu  de  m.  On  peut  encore  la  rendre  plus 
compliquée,  en  trouvant  par  les  Tables  de  redu£lions 
une  valeur  rationelle    de   x,  laquelle,  étant  fubftituée 


X 


dans  le  trinôme  jR,  le  rende  quarré,  &  -R*  rationelle; 
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car,  CQ  mettant  par  tout  dans  la  formule  générale  de 
la  difTérentielle  cette  valeur  rationelle  de  x,  on  aura 
une  autre  formule  générale  beaucoup  plus  compofee  • 
Mais  comme  ces  calculs  font  trop  longs,  &  que  d'ai^ 
leun  ils  u  ont  point  d  autre  difficulté  ,  nous  ne  pouffe- 
rons pas  plus  loin  Tufàge  de  la  théorie ,  que  nous  avons 
établi  d  après  les  Méthodes  de  Newton,  lefquelles,  com- 
me il  efl  aifé^  de  le  voir,  font  beaucoup  plus  faciles, 
&  plus  générales,  que  celles  dont  on  a  coutume  de 
fc  fervir.  ^ 

Il  nous  refte  a  parkr  d^un  Problème  propofé  par 
le  célèbre  Jean  BemouUi:  ce  Problème  trés-connu  par- 
mi les  Géomètres  confîfte  a  réduire  une  qnadrature 
tranfcendante  quelconque  S.pdn  a  la  re6liBcation  d'une 
courbe  algébrique ,  ou  de  tant  de  courbes  algébriques , 
qu'on  voudra  •  Soit  p  une  fon6lion  algébrique  quelcon- 
que de  X,.  &  S.  pdx  Taire  d'une  courbe,  dont  l'abfciffe 
eft  »,  &  Tordonnée  perpendiculaire/^;  il  s'^it  de  trou- 
ver les  coordonnées  d'une  nouvelle  courbe,  a  la  reRi- 
fication  de  laquelle  fe  rapporte  la  quadrature  S.  pd^. 
Soit  pour  cela  X  une  fon6lion  algébrique  dt  x^  8c  dX 
zzzSdtty  6  étant  une  fon£tion  de  x;  folt  de  plus,  en 
differentiant ^  d^'=::i(fdMy  9  étant  une  fonélion  de  d,& 
par   confequebt  de   1^,  ou  de  X.    Enfin  (bit  fuppofée 

rabfcifle  de  la  courbe  cherchée  =:^^^,  &   lordonnée 
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yS — X;  on  aura,  en  faifant  dz  confiante,    la  diSé' 


addX 


reutielle   de   labfcifle  =^4^,   &    la   différentielle   de 


dz 


l'ordonnée  =^4^;  d'où  l'on  tire  la  différentielle  de  l'arc 


ddX    ~    -       —  •         ^^ 

dz 


l/aa-t-xx,  dont  l'intégrale  =  -37  y^aa^^zx 


S   -^^i£~^iiiî  ^/77I?7I— s-.-— ^,  en  fubfti- 

tuant  6dx  a  la  place  de  dX,  comme  il  efl  évident  en 
retournant- aux  différentielles.     Soit  maintenant  fuppofé 

S.  ^llil^=S.pdx,  on  anrap=^=;),    &  «  = 

ap  ,  at»dp—ap9d«__,âqe$dx>-^Ap9,pdx     gjj  f^. 

hntdp=.qdit  ^q  étant  une  fonflion  algébrique  de  *,  & 
en  fubflituant  a  la  place  de  dp  &  <^fl  leurs  vale\irs 
refpeaives,  d'où  l'on  tire  les  coordonnées,  c'eft  a  dire. 


l'abfcifTe 


njx      (jj-pp)\     ^  l'ordonnée  ^— X 


^5j  j9— />«) 


3 


P69—P     __y    gç  pjf  confequent  lare  de  la  courbc.de- 

q9—pp  >        r  A 

fignépar  uf=:  j^r  i»/*-*»»--*.  pr====--,  ,,-.^, 

Vvv. 


'< 
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— S.pdfc  y  ou  S^pdM  =  '^p^  "^  -^^+  J^^  quantité  con- 

ftante*  Mais  py  ^y  ^  font  des  fouillons  de  X,  &  ^ 
eft  Tare  d'une  courbe  algébrique;  donc  on  réduira  par 
ce  moyen  l'intégrale  S.pdx  a  la  re£lification  de  quel* 
que  courbe  algébrique*  De  plus  puifque  les  fon£lions 
Xj^y6  font  arbitraires  )  il  efl  clair  que  ces  courb^ 
algébriques  font  variables  a  Finfini. 

Nous  aurions  pu  traiter  fort  au  long  ces  fortes  de 
reduélionS)  &  plufieurs  autres  beaux  Problèmes,  qui 
y  ont  rapport,  mais  cette  matière  appartient  plus  a  la 
Géométrie  qu'au  Calcul,  &  n  entre  pas  dans  le  plan  de 
nôtre  Ouvrage;  c'eft  pourquoy  nous  nous  contenterons 
d'eclaîrcir  ce  que  nous  yeaons  de  dire  par  un  Exemple 
facile  • 

Soit  pd9i=z i'   '»-*^^  ^  g^  p^  confequent  p  = 

""^'^'V'^'''  1  &  ^P  =  ^^'^^Tlf^  '  fuppofons  X=  9t ,  Fab- 
fciflc  "-^deviendra  ^,&rordonnée^~  X=^  ~ 

»«  az  '  éiz  dz 

it;  donc  la  différentielle  del'arc=-T— k /xrf—hzz,  ScV'm- 
tégrale  =  ^ ^^aa-^zz  — S.   >~  *  i  ■  .  En  Jubftituant 


I  a  la  place  de  ^,  &  par  confequent  i/d=o,  on  aura 


N 
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rabfciffe  ^=:^-^(  I  —/•/>)*  ,  &  l'ordonnée  =  ^(/.—;.3) 
— «.  Enfin  fubftituant  a  la  place  de/>,  tip  leurs  valeurs, 
on  trouve  l'abfciffe  =  ~ ^  km — aa,  &  l'ordonnée  = 
— ^.  Donc  en  nommant  rabfciffe  «,  l'ordonnée/,  on 

aura   ««  =  rf(ï— .—,&**=— ;   d'eu  l'on   tire   ««  = 

sa — // ,    équation    au    cercle,    &    par     confequent 

S, dx^xK—aa    dépend  de  la  reftification  du  cercle . 

Au  reftc  quelqu'elegantes  que  foient  les  conftru- 
élions  par  les  rcftifications  des  courbes ,  ou  par  les 
quadratures ,  il  eft  certain  quelles  (ont  peu  utiles  dans 
l'application,  &  que  la  voye  d'approximation  eft  beau- 
coup plus  fûre  &  plus  facile. 
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^— ■    ■■>! 


CHAPITRE    VIIL 

Df  r intégration  des  dijffrentielles  de  tous  les  ordres^ 

Ùr  de  celles^  qui  font  affeBées  de  Jignes 

^intégration^  en  fuppofant  quil  ny 

ait  quune  variable  dans  chaque 

différentielle  % 


CGCXni. 


S 


Oit  {Fig.ii.)  A  Mm  une  courbe,  dont  rabfcîf- 
fe  -^P=j»,  Fordonnée  perpendiculaire  P  M  =/,  P/> 
zzzdxy  8c  ^m^z^idy.  Quon  prolonge  lordonnée  MF 
en  N,  de  forte  que  PN  (bit  toujours  proportionelle  a 
la  différentielle  ^/ ,  ou  J^w  de  FM.  Si  cette  différentiel- 
le demeure  toujours  la  même ,  la  ligne  P  N  demeurera 
auffi  toujours  la  même,  &  alors  AUn  fera  une  ligne 
droite  parallèle  a  labfcHfe  AF.  Maïs  fi  la  différentiel- 
le dy  efl  variable ,  F  N  fera  auffi  variable ,  &  aura  fa 
différentielle  Rn  proportionelle  a  la  différentielle  de 
S^nfj  ou  de  d/j  puifque  FN  ed  toujours  comme  d/; 
ainfi  d/  fera  la  première  différence,  ou  la  différentiel- 
le du  premier  ordre  de  lordonnée  y^ddf  ou  J*/  fera 


r 
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la  féconde   différence ,    ou    la   différentielle    du    fécond 
ordre  de  la  même  ordonnée  /• 

Or  on  peut  raifoaner  fur  k  féconde  courbe  ANnj 
comme  fur  la  première  A  Mm  y  &  fur  la  féconde  dif- 
férence dd/y  comme  fur  la  première  d/;  de  forte 
que,   fi    la  féconde    différence  ddf  eft  variable,    elle 

aura  fa  différentielle  ddd/^  ou  ^/,  qui  fera  la  troifîe^ 
me  différence  de  / ,  ou  la  différentielle  du  troifiem© 
ordre  de  Fordonnée  PM^  &  ainfi  des  autres  a  Tinfîni. 
On  voit  par  la,  quon  trouve  les  différentielles  de  tous 
les  ordres,  comme  celle  du  premier  ordre,  en  allant 
par  les  règles  générales  du  calcul  différentiel,  du  pre- 
mier ordre  au  fécond ,  de  celui-cy  au  troifieme ,  &  ainfi 
fuccéffivement;  par  confequent  on  doit  auffi  defcendre 
par  les  règles  générales  du  calcul  intégral  de  la  diffé- 
rentielle d'un  ordre  fuperieur  quelconque  a  fon  intégra- 
le, ou  a  la  différentielle  de  Tordre  inférieur  qui  précè- 
de immédiatement,  par  exemple  du  4.^  ordre  au  j.^  y 
du  3.«  au  !.«,,  du  .2.*  au  i.^^^  &  de  celai-cy  aux  quan- 
tités finies. 

CCCXIV. 

Ayant  divîfé  labfciffe  AP  en  petites  parties  éga- 
les, comme  P/>,  &  ayant  tiré  par  les  extrémités  de 
ces  parties  des  ordonnées  P M,  pm\  £1  l'on  conçoit  que 
le  nombre  de  ces  petites  parties  égales  de  labfciffe  aug- 
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mente  y  &  que  leur  longueur  dioiiiiue  a  Tinfiai ,  chacune 
de  ces  parties,  comme  Ppj  lorfquelle  s'evanouïra,  ou 
lorfque  les  ordonnées  P  My  8c  p  m  tomberont  Tune  fur 
lautre,  deviendra  la  différentielle  de  labfciffe  APy  qui 
luy  repond;  &  dans  cette  fuppofition  la  différentielle 
^x  de  rabfciffe  x  fera  toujours  la  même,  ou  confiante, 
&  Tabfciffe  x  naura  point  de  fécondes  différences,  ny 
aucune  autre  d'un  ordre  fuperieur*  Nous  prenderotis 
icy  pour  confiante  la  différentielle  dx  de  labfciffe  «, 
nous  refervant  a  traiter,  dans  la  féconde  Partie  de  cet 
Ouvrage,  du  Calcul  Intégral  des  différentielles  de  tous 
les  ordres  a  plufieurs  variables,  Se  (ans  en  fuppofer  au- 
cune coudante  « 

cccxv, 

Nous  fuppoferons  donc  que  Fequatioil  a  ta  courbe 
A  Mm  6ft  /=±X  fon£lion  de  labfciffe  :»,  de  forte 
quen  différentiant  de  côté,  Se  d autre  on  ait  dfzriclX 
:::^piixy  p  étant  encore  bnefonflion  de  x;  &  quen  pre- 
nant les  fécondes  différences,  on  ûtdd^t::=id{pdx)z=ndpdxy 
dit  étant  confiante,    &   par  confequent  pddx=2o;    & 

en  fuppofant  dp=iqdHy  ôû  aura  ddjf=:iqdxdM=zqdx*; 
&  de  même    en  prenant  les  troifiemes  différences ,   on 

aura  d  f^zzz  rd^r  ^  &  ainfi  de  fuite  « 
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CCCXVI, 

Problème.    Intégrer  re^uation  différentielle  d  y 

'^zzpdn  ^  dans  laquelle  an  efl  confiante ^  p  une  fon« 
6lion  de  ^^  3c  n  l'expolaot  de  Tordre  de  la  difiéren* 
tielle  • 

Solution.    Puifque  Jx  eft  confiante,   on   peut 
la  defîgner  par  une  confiante  c^  &   exprimer  ainfi  Te* 

quation  (t y'=zc*~^ pdxy  &  en  prenant  les  intégrales 
de  coté,  &  d'autre  par   les  règles   du  Calcul  Intégral, 

on  aura  a^^  yzzzc^'^^.  S.pdx^-^Ac'~  ^  y  A  étant 
une  confiante  arbitraire,  quon  déterminera  par  les  con- 
ditions données.     Donc  en  remettant  ^^  au  lieu  de  r, 

on  aura  ^  y'=^dii^^^ .  S.pd^^-^-Ad^i^  *;  &, 
par  ce  que  p  efl  une  fonélion  de  ^ ,  on  pourra  toujours 
trouver  l'intégrale  S.pdx  par  quelques  unes  des  me* 
thodes ,    que    nous    avons    données  •      Suppofant    donc 

S.pdpczzzq   fonflion  de  9Cy   on  aura  Tequation  cT^^y 

^zqdpc^-'^Adx"-'  =^c''-^qdx^Ac''-''dx  , 
&,   en  intégrant  encore  de.  coté,    &  d'autre,   on   aura 

a         y:=zc  .  S.qd X'-^^Ac         *— 4-Bc  =i 


s 


d}i'"'\  S,qJM^An(lx"^*'-hBtis''^*  ;    B    étant 


/ 
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encore  une  confiante  arbitraire,  ou  determinabte  par 
des  conditions  données.  On  continuera  de  même  a  in- 
tégrer jufqua  ce  qu'on  foit  parvenu  a  une  équation, 
qui  ne  contiendra  plus  de  diflférentielles,  &  on  voit  que 
pour  cela  il  faudra  faire  autant  d'intégrations,  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'expolant  n  de  Tordre.    C.  J^  F.  T. 

Exemple  L    Soit  dd/=zaM^ dx^;   en  intégrant 


»-*  i 


de   part,   &  d autre,  on  aura  d/=z^ y-Adx^ 


&   par  une  féconde   intégration  y=:; ,,     ^   . 

Exemple  II.    Soit  d  y:=::a x** d x^ -¥b x" d x^ ;  on 


aura   par  la  première    intégration  ddy^z 
^ ^^^ vAd%^  \   par  la   féconde   intégration  ^/  = 

par   la   troifieme   intégration   on   trouvera  /== 


CCGXVIL 

THEOREME  L    p  Q^ant  tout  ce  qu'on  voudra,  (î 
à 9;  eft  confiante ,"  on  aura  l'intégrale   S.pdpsz=:p:ç — 

S. 
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2.  3.4.  ^x' 

On  démontre  ce  Théorème  en  prenant  la  diflercn- 
tielle  de  part  &  d autre  dans  chaque  équation;  car  on 
les  trouve  égales  entr elles*  Ainfi  dans  la  première  équa- 
tion S.pd9c=zp X'-^S.xdpy  on  trouve-,  en  prenant  les 
diflerentielles ,   pdx-^pdx-'^xdp  —  ^dp;  dans   la   fe- 

1  •  ri        I  x^  d  p  ^  x^ddp 

conde  équation,  p x — S*xap=zpx—^       .  ^ ho, — j-^ 


ou  —  S.  xdp = — ^-^  -+  5*.  *    ■  "  ;   en    différentiant    de 

i  2ax  2tfJC' 

part  &  d'autre,  &    fuppofant  dx  confiante,    on    trouve 

j  zxdxdp         x^ddp      .   x^ddp  «^        « 

ainfi  des  autres. 

CCCXVIIL 
Corollaire  I.  Si  la  ferie  du  Théorème  convér- 

o       j  «*^P      .      x^ddp 

ge,    on  aura  S.pdx'=-px        — 


2^*"  t.i.dx^ 


,    .  -—  <2>*r.  a  rinfini,   ce    qui  donne 

la  ferie  trouvée    par  M.  Jean  Bernoulli   dans  les  A£les 
de  Leipfik  Tannée  i($^p4. 
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CCCXIX^ 

Corollaire  IL  IxH-fque  p  eft  uae  fonflion  de 
K,  on  délivre  cette  fuite  de  toute  différentielle.  Car 
foit    dp=:qJMy  d q:=::zrj Xy{tr=ztdxj  (D'c.y    on    aura 

S.pdx  =  pM-^':^^'^-^:^-^&e.=zpx^S.qxdx 

^q     ^    ^  x^rdx  x^q        x^r         ^    x^tdx 


X  g         ^  X   rax      ^       «^^ ÎLi -^ îll -,^  C    * 
r  a  •      a  i  2  2.  ? 


2.  j  2.  5. 

cccxx. 

Lemme»  L'intégrale  de  la  différentielle  ud%y  ou 
S.udz=2uz — S.%du.  Car  la  différentielle  de  1^2  eft 
udz^^zduy  par  confequent  l'intégrale  xz^^S.udz-^ 
S.zdxy  &  uz—^S.%du^=^S.udz. 

CCCXXL 

THEOREME  IL  />  étant  une  variable  quelconque, 
on.  a  les  équations  fuivantes . 

l.     o.dx.  S^p dx=;x.  S.pdx  —  S.p xdx. 

IL  ydx.5:d^:fdx=:'''^^''^''-^''^'^'''^'''^^^p''^^. 

^  2 


III 


•  ^J.dx.k^.dx.^.dx.S.pd 


«^  S.p  élit —  ^x^  S.pxdx'-^JixS.px^Jx  —  S.p  x^dx 

2.  j. 
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\  ^^.diê.iJ.dif.ô.dK.^.dx.ypdM 


IV*  ^^.diê.kJ.dif.iJ.dK.^.dx.^J.pdM  = 

«.  5-  4- 

&  generaleçient  fi  le  nombre  des  S*,  (/x,   qui  précèdent 

S.pdxy   eft  ny  &  que  I*  2.  3.  4.  5 n   deHgne 

le  produit  de  tous  les  nombres  de  la  fuite  naturelle 
^  >  ^  )  3  5  4  >  5  >  ^^-  jufqu  au  terme  n  de  cette  fuite 
inclufivement,    on    aura    Tequation    fûivante 

^.dx S.pdM=zx'S.pdx  —  ^x"'^  S.pxdx 


^^  ^ ■■  X  S.px  ax  — 

■  y       ^S.px  dx.*. • :±^'p»  dx 


I*  }•  3 


I.  2.  j*  4« 


•  ••••  ••  •••  ^t 


Demonstratiom.  On  trouve  la  première  équa- 
tion S.dx.S.pdx'=zxS.pdx-^S.pxdx  par  le  Lem- 
me  précèdent,  en  fuppoiant  S.pdx:=zu^  &  x  =  «,  ce 
qui  donne  pdxzzzduy  pxdx=izduy  dx=zdzy  rf«  X 
S.pdx:=iud%^   u%=ixS.pdxi^    &,   par   le   Lemme, 

S.udz  =2  J.dx.  S.pdx=:=^u%^—S.%du:=^xS.pdx''^^ 

S.px  dx  k 

On  trouve  la   féconde  équation   par'  la  première^ 

îc   par  le  même  Lemme.     Car  puifque   o.dx.S.pdx 
z^zxS.pdx'^S.pxdxy  ea  multipliant  de  part  &  d^au- 
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tre  par  d»y  on  aurai  la  différentielle  dnS.dK.S.pdx 
::=Z9$d9$S.pd9$ — dnS.pxdn^   &   en  prenant    les   inté« 

graleS)  on   a   %j.dn!i.dnS.fdxz:=:S.Hd9^S.pdx  — 

^.dnS.pndn. 

Or  en  fuppoiant  S.pdn^^in^  6c  Mdê$^:^dx  dans 

Tintégrale  ^.fidnS.pdny  on  a  pd9c=zduy^x^=zxy 


%«     HZ 


-^xS.pdxy  zduz=^  -^px^dxy  udx:=:xdxS.pdxy  & 


S.ud%=z  J.xdxS.pdx  =zuz — S.%du=z 
^S.pdM—s.pxUx     £jj  fuppofant  S.pxdx:=zx^  &  x 


dans  YintégnÀgS.dxS.pxdx^  on  a  pxdx=zduj  dx:=r 
dZjUx:=:xS.pxdxyzdH=zzpx^dxj  udx^zdxS.pxdx^ 


^T^rleLemmQS.udxz=zJ.dxS.pxdxz=zux^^  S.  xdu 
z=:xS.pxdx^S.px^dx=  ^'^^'P^d^-^S.f^x^dx  ^   j^^^ 


S.xdxS.pdx-^J.dxS.pxdxz^z 

x^S.pdx  —  S.pxUx^%xS.pxdx'^zS.t>x^dx 

2 

x^S.pdx  —  ixS.pxdx'-^S.px^dx     ^ 
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On  trouve  de  même  la  troifieme  équation  par  la 
féconde,  &  par  le  Lemme,  Se  enfuite  la  quatrième  par 
la  troifieme  &  par  le  Lemme^  Se  ainfi  des  autres,  Se 
en  obfervant  la  progrefficn  des  termes,  Se  de  leurs^ 
coefficients  dans  chaque  équation  <^  on  parvient  a  l'équa- 
tion générale. 

On  auroit  pu  démontrer  d'une  manière  plus  cour- 
te chaque  équation,  en  prenant  les  différentielles  des 
deux  membres,  qu'on  trouve  égales  entr elles;  mais 
nous  avons  jugé  a  propos  de  faire  voir  l'inventioû 
même  de  ce  beau  Théorème,  qu'on  déduit  facilement, 
comme  nous  allons  démontrer,  de  la  dernière  pro- 
pofîtion  du  Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de 
Newton  • 

CCCXXII. 

Théorème  III.  Soït  AD  IC  une  courbe  quel- 
conque (Fig.  12.)  dont  rabfcilfe  AB=^Zy  l'ordonnée 
BD=:/;  foit  AEKC  une  autre  courbe,  dont  l'ordon- 
née BE=z  Taire  de  la  précédente  ADB  divifée  par 
l'unité;  Se  AFLC  une  troifieme  courbe,  dont  l'ordon- 
née BF=z  Taire  de  la  féconde  divifée  par  Tunité,  Se 
ainfi  de  fuite  a  Tinfini.  Suppofons  que  -/<r,B,C,  D,£, 
&c.  defignent  les  aires  des  courbes ,  dont  les  ordonnées 

rcfpeélives  font  /^  ^/^  «V  y  * V  >    ^^*  •    ^    Tabfcifle 
commune  foit  %.   SuppofoAs  de  plus  une.  abfciife  don- 
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née  quelconque  ^C=r,  BC=r— •z  =  «,  &  que 
Py^^RySyTytiyc.  reprefentent  les  aires  des  courbes^ 

dont  les  ordonnées  foicnt  /  >  */  >  •  V  >  *'/  >  ^^*  >  *^ 
rabfciflè  commune  x  •  Enfin  foient  toutes  tes  aires 
terminées  par  Tabicifle  donnée  ACy  &  dans  l'ordonnée 
C  /  donnée  de  pofition ,  Se  prolongée  a  l'infini ,  on  aura 
toutes  ces  aires/ 

L       ADIC=:A=P 

II.    AEKC=:fA^B^^ 


III. 

IV. 

AFLC  = 
AGMC  = 

rA — ttB-+C         X    n 

6                      — ^"*' 

V. 

AHNC= 

t*a  —  4»*5-+6»*C  —  4rD-4-F          i    -, 

24                                  14 

Démonstration  L''  Pour  démontrer  ce  Théorè- 
me, nous  fuppoferons  d'abord  que  les  aires  des  courbes 
ADByAEB^AFBy  &c.  font  exprimées  par  a,^,  7> 
&c.^  &  que  par   confequent   les   ordonnées  reipcftives 

BEyBFyBGy  &c.  font-7,Y>T>  ^^'   P*^  Tenonçé 

du  Théorème.  Cela  po(e,  fi  f  reprefente  Taire  d'une 
courbe  quelconque  dans  la  fuite  des  aires  a^^y  y^CTc^ 
8c  que  le  rang  de  cette  aire  <  foit  defigné  par  n^  nous 
démontrerons  généralement,  que  les  aires ^  &  AyByCy 


I.  Partie.  Chap.  VIÏI.  535 

(yc^  étant  terminées  par  rabfciffc  donnée  AC^  &  dans 
l'ordonnée    infime   C/^    on    aura   toujours    Tequation 


t  A^^nt       Ji-^y  t       C —  t     'D-^&e. 


n.n  —  !•»  —  2«.«*  ^r. 

Il  faut  obferver  dans  cette  fuite  que  les  coefïiciens 
numériques  des  termes   du  numérateur,    i,   —  », 


—7-^,  (yc.  font  les  mêmes   que  ceux  du  binôme  de* 


veloppé^ — b  .  De  plus  nous  obferverons  que  Fexpolant 
de  la  puiflance  de  t  dans  le  premier  terme  eft  n^  dans 
le  fécond  n —  i,  dans  le  troîfîeme  n — 2,  Ô'r.,  les- 
quels expofans   font  les   mêmes,   que    ceux  des  puiflàn- 


ces  de  a  dans  le  premier  terme  a  du  binôme  a  —  b  . 
Enfin  nous  remarquerons,  que  AyB^Cy  (^c.  font  les 
faéleurs  du  l^*",  2.«  ,  3.^  Ô*r.  termes  refpeflivement , 
&  ainfî  de  fuite  a  l'infini,  &  que  les  fafteurs  n  —  i^, 
n  —  2,  (yc.y  qui  entrent  dans  le  dénominateur  decroif- 
fent  fuccefTivement  de  Tunité,  jufqua  ce  que  le  nom- 
bre de  ces  faveurs  devienne  =;?.  Ce  qui  étant  obfer- 
vé  ,  il  eft  aifé  de  démontrer  que  les  aires  ^,fi,C,D, 
(yc.  &  f  ayant  une  abfcifle  commune  a;=-4'B,  l'équa- 
tion des  aires  fera  toujours 


n 


.«  —  I.»— 2.  ÔT. 


\ 
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Car  en  difTéreatiant  &  partageant  en  deax  colonnes  ^ 

on  aura 


Az  "*  Jz 


—  I.  »— 2.  dr. 


—  B.n —  I.  ^ 


•— » 


iiz 


n —  !•  If—  2.  Cî)^. 


c.n— i.i:^z"""'-^2 


n  —  1  •  «  —  2  •  (^r. 


—  1.» — %.<Src. 


(yc. 


Il 


z^dA 


•  J9  —  I  •  » 2  •  Ô'r. 


nz 


'dB 


ji  .  »  —  I .  »  — -  2  .  Cb'r. 


». 


•  —  t     _«  —  * 


^c 


.  j»  —  X  .  ir —  2 .  Ô'f  . 


•  »  *^  I  •  »  — 2 .  cb'tf. 


CTc. 


Maîs</^=///«,  dB=:fzdz=zxdAy  dC=}fx^d% 
z=.%dA^  dD=^yz^ dx^:^'^ d Ay  &c.  (par  la  fuppo- 
fition);  &  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  de 
la  féconde  colonne,  elle  k  change  en  celle--cy 


^•rfil— •«•Jif-+m2:=ix*J^— «.•^^^^^•^^«''Ji^-fô'r. 


wmmam  •  «■■■■ 

» S 


U  »— l.  » Z.&C. 


«— 1 


z  dA\ii^n^n.':^'^n.^i^^^^-¥&c.) 


Or  le  dernier  fafteur  i — »-+». 


» —  i 


dTc.  eft  compo- 

fé 


/ 


I.  Partie.  Chap.  VIII.  537 

_■ 

fé  des  coefficiens  numériques  du  binôme  a — h  ,  qui 
devient  par  confequent  égal  a  zero^  &  fait  aiafî  di(pa- 
roître  tous  les  termes.  Donc  la  différentielle  de  Tequa- 
tion  précédente  ne  renferme  que  la  première  colonne 

J9  -^  1 .  n  —  2.  C>c. 

Ceft  pourquoi  fi  la  première  de  ces  fuites 


O— I    «.  «-^I       »  — 1 


«il  —  «î5         B  -^n.         ■  !?:         C  —  CT. 

:: — ! ^  ■-'     rcprefente  Taire  d'une 

courbe,  dont   rabfciflè  eft  %,   la  féconde  fuite 


dz^z        'A—n^i.  z^     ^B^n^  , . ''JZ^  ^"  "^  ^  C  —  iS)-/.  ) 


» —  I.  »  —  2.  Or, 

Defignera  la  différentielle  de  cette  aire,  &  par  confe- 
quent ,  en  la  divifant  par  d%^  on  aura  l'ordonnée  de 
la  courbe  dans  cette  dernière  expreffion,  les  coefficiens 
numériques  des  termes   du   numérateur  font  les  mêmes 


-«— I 


que  ceux  des  putflances  du  binôme  a — ^b         ^    Se     les 

expofàns  des  puif&nccs  de  z  font  »— i,  n  —  2,»  —  3, 

ÔV;  enfin  A^  B^Cy  &c.  font  les  fafteurs  du    i«^,  2«, 

3^,  Ù^c.  termes  relpeélivement .  Dou  il  efl  évident  que 

le  nombre  des  termes  dans  TexprefTion  de  Taire  furpalTe 

d'une   unité   le    nombre   des  termes   dans   la  forme  de 

Tordonnée  correfpondante ,  Se  de  plus  que  le  denomina* 

teur  de  la  différentielle  multiplié  par  n ,  efi  égal  au  de- 

Aominateur  de  l'intégrale* 

Yyy 
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Maintenant  foit  »=:i,  en  forte  que  Taire  de 
la  courbe  foit  v^A — B\  en  différentiant  on  ^unAdz 
-^%dA — dB=zAd%^^/%d%  — 3^  «  1/ «= -4'^  «  ;  donc 
Tordonnée  eft  -^,  comme  nous  lavons  démontré;  8c 
en  failànt  fucceffivement  »  =  a,  t,  2,  j,  Ô*r.,  on 
aura  la  fuite 

Dans  laquelle  on  voit,  quen  prenant  deux  termes 
quelconques  contigus,  le  premier  des  deux  fera  For- 
donnée  de  la  courbe,  dont  rabfcifTe  eft  a:,  le  fécond 
fera  Taire,  ainfi  en  prenant  la  différentielle  du  troifieme 
terme,  &  en  fubilituant  a  la  place  de  dA^dÊ^dC y 
leurs  valeurs,  comme  nous  avons  fait  dans  le  fécond 
terme,  on  trouvera,  en  divifànt  par  ^«,  le  fécond  ter- 
me xA — B.  Mais  a,/3,y,  (Te.  efl  une  fuite  d aires 
qui  ont  la  même  abfciffe ,  &  la  même  -  relation  que 
les  précédentes.  La  première  aire  a  efl  égale  a  la  pre- 
JXiiere  A^  puifqu elles  ont  la  même  abfciffe  ss,  &  la 
même  ordonnée/.  Donc  tous  les  termes,  qui  fe  fui- 
^vent  dans  Tune  de  ces  feries,  font  égaux  a  tous  les 
termes  refpeftifs  de  Tautre,  chacun  a  chacun,  &  par 
confequcnt,  fi  on  fuppofe  que  Tabfciffe  k  devienne  = 
-^0=/,  alorsûf,/?.,Y,Ô'G  deviennent  ^D7C,^£ii:C, 
AFLC^&c.y  &  on  aura,  en  fubflituant  /  a  la  place 
de  «,    !.<»  ADIC=:A;    2.^  AEKC=^tA^By   & 
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ainfi  de  fuite,  comme  il  eft  énoncé  dans  le  théorème. 
C.^F.D.  en  premier  lieu. 

2,**    Il  faut  démontrer  que ,  fi  x=:t — z^  8c  P^^ 
RyS y  &c.    une   fuite  d'aires    qui   ont    x   pour   abfciffe 

commune,  & /,  «/,  **/>  ^^'  P^*^'"  ^^"^^  ordonnées 
refpeftives  ;  quand  les  aires  PyS^^R^S^&c.y  ainfi  que 
les  aires  A^ByCj&c.  font  terminées  par.  rabfciife 
AC=ity  &  dans  l'ordonnée  infinie  C/,  on  aura  P=:: 
Ay  ^=ztA — 5,  &  généralement,  fi  n  defigne  Tor- 
dre ,   ou    le   rang  d'une    aire   quelconque   dans   la  fuite 

des  aires  P,j^, jR.,S,  Ô'r.  cette  fera  rzzi^ A-^nt 

B-^n.''-=-^i~^  C — Ô'c,  qui  eft  la  même  fuite  que 

la  précédente,    &  dans   laquelle  il  ne  manque    que  le 

■ 

dénominateur. 

La   courbe,    qui   appartient   a   la   fuite   des   aires 
P,  j^,  /i,  5*,  dTc.y    &  dont  le  rang  eft  exprimé   par 

n ,  a  pour  ordonnée  9p y  (  par  fuppofition  )  .     Mais  x  =t: 


&n  n n  »— —  i  w—  r  v^ 


'LZLLp'~'^  x.^  y  —  ô*c.     Or   les   ordonnées/,  «/-,  «*/•> 
(Je.    appartiennent   aux  aires  A^  By  Cy  &c.:   donc   f 

m 

étant  une  quantité  donnée,  l'aire  qui  appartient  a  i'pr- 
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donnée    compofée   /*/—;//•*"'»/-+•». ^^^^r""^*  X 


H  i^  I    „      ,    _    If—  I  ji  «^  2 


x*y^&c,  deviendra  t"*  A^nt"  "  '  B-I-».  -— i^""  *  X 
C  —  Ô'r.;  rabfcifle  étant  «,  &  encore  lorfijue  a; = ^ .  Donc, 

puîfijue  lordonnée  ^"/  dans  chaque  point  de  rabfcifle 
donnée  AC=zty  eft  égale  a  l'ordonnée  compofée  pré- 
cédente, il  s'enfuit  que  Taire  décrite  par  l'ordonnée  x'y 
le  long  de  toute  l'abfciflè  AC  eft  égale  a  Taire  compo- 
fée précédente;  ainfî  en  £ii(ànt  »=:i,  on  aura  f"  A — 

n/'~'B  =  fA—B=z^^  &  ainfi  de  fuite.  C.  J^ 
F.  D.  en  (ècond  lieu« 

CCCXXIIL 

Corollaire  I.    Soit  A  Taire  d'une  courbe  = 
S.yd%^  &  B  Taire   d'une  autre  courbe,  dont  Tordon- 

née  =  --^7—  ^  Taire  de  cette  féconde  courbe  (èra 
S.(dzS./Jz)y  &  ainfi  de  fuite,  on  aura 

a^.dxS.dx S.jfdxy   &  en  fubftituant   dans  les 

formules  précédentes  a  la  place  de  A^  B^  Cy  leurs 
valeurs  refpeflives,   on   aura  S.(dzS.(dzS./dz))=: 

^  ^ .     Généralement    on  aura 

la  fuite 
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z^S.ydz z         S.jfzaz-^  z         J*yzzaz**..—ztS.yz  dz 

\-m      2«       ?■      ^«      ••••••••     fi» 

comme  nous  avons  démontré  d'une  autre  façon. 

CCGXXIV. 

Corollaire  IL  On  peut  réduire  par  les  metho 
des  précédentes  la    différentielle  d'un   ordre  quelconque 

telle  que  (P y^=zadx(t  f^^pdio'  a  une  equatiou 
différentielle  du  premier  ordre,  dx  étant  confbinte,  & 
p  une  fonélion  de  x  ;  car  en  intégrant  de  coté  &  d'au- 
tre ^    en   fuppofant   d  x    confiante ,   on   anra  iT  ~  /  =: 

adnd^'^^y '^^di!''^^  S.pdx-'^Adx'  ,  -4"  étant  une 
confiante,    ou  zéro.   En  intégrant  une   féconde  fois  on 

trouve  dr-''^z=zadxd^'^if'^dx''^''S.(dxS.pdx)^ 

Axdx''^^-^Bdx''^*;  en  intégrant  une  troifîeme  fois, 

on  a  dr^^^=adx(f^y'^dx'"^^S.{dxS.(dxS.pdx)) 

-+llif \-B>tdn'"'^-¥Cdx'*^^  1    &    en   conti- 

2  ' 

nuant  a  intégrer,  on  parviendra  enfin  a  une  équation 
différentielle   du    premier   ordre.     Soit,    par   exemple, 

Tequation  ddd/=:^adxdd^ -^pdx^ ;   on    aura   par   la 

première    intégration    ddfzi^a dxdf^^^dx^ S.p dx  ,  & 
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par  h   féconde  intégMion  d/ =^a/dx-^dmS.{dx  X 
S.pdx)  '^Axdx. 

cccxxv. 

RsMARauE.  Le  dernier  Théorème  peut  être  d'un 
grand  ufage  dans  les  différentielles  a  plufieurs  variables  y 
&  d'un  ordre  fuperieur;  mais,  cette  matière  apparte- 
nant a  la  féconde  partie  de  nôtre  Ouvrage,  nous  nous 
contenterons  de  rappeller  en  peu  de  mots  le  problème 
refolu  dans  le  Chapitre  précèdent.  Ce  problème,  qui 
confîfte  dans  la  reduflion  des  quadratures  aux  reflifica- 
tions,  dépend  des  principes  que  nous  venons  d'établir. 
Car  foit  S.pdx  Taire  d'une  courbe,  p  étant  une  fon- 
ction algébrique  de  x.  Soit  fuppofé  d p=zqdxy  q  étant 
aufli  une  fonflion  de  x;  on  pourra  faire  pareillement 
dqz=:zrdxydr=zfdxy  &  ainfi  de  fuite.  Donc,  par  les 
démon ftrations  précédentes  S.pdx=ipx  —  S.xdp=^px 

^.y.«»#««^^.ff  «Mit  ^«  ^. 


I.  2.  , 


f  %t  dt f%  r^  X   dr    rx  e^  1 1  d x 


^   T  xxax  ^^^^    rx  ^  x   »r    ^^     rx  c  »Jf  «»        o^    «:^r 

1.2  1«2.^  I*  3*  3  l.a.}  1.2.  j' 

de  fuite  a  Tinfini ,  d'où  il  eft  évident  que ,  par  le 
moyen  des  fubftitutions  ^  on  pourra  avoir  autant  de 
valeurs  quon  voudra  S.pdx=zp x^^S.qxdx  zzzpx-^ 

lîf  •+.  S*,  lil-5  =:  Ô^f .  j  parmi  lesquelles  on  en  choifira 
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nnc^  par  exemple,  S.pd99'=zpx^-^S.qxd9Qy  en  faifant 

rr^         =zS.qxd9CyOn  trouvera ,  en  fuivant  les  opérations 

que  nous  avons  employées  dans  la  folution  du  Problème  ^ 

S,pdMz=zA^pit--.(  /'^fT'*'   V    II  eft  clair  qu- 

on  peut  multiplier  a  l'infini  le  nombre  des.  folutions, 
en  combinant  d'une  façon  quelconque  deux,  ou  plu- 
(îeurs  de  ces  formules.  Ainfi  en  ôtant  la  première 
formule  S.pdH=zpx  —  S.qxdm  du  double  de  la  fé- 
conde 2S.pd9c=z2pX'^-^q99M^-+S.rxxdx  y  on  aura 
S.pdx::::=:px—^qxx'^S.(rxx''¥qx)dxy  qui  fera  une 
nouvelle  valeur,  dont  on  pourra,  faire  ufage,  en  faifant 

S.   y        =s  =5*.  (rxx'^¥qx)dx. 

Nous  finirons  par  lapplîcation  de  la  propofition 
Xî.  du  Traité  des  quadratures  a  la  folution  de  ce  même 
problème.  Soit  une  fuite  de  courbes  A^  B^C^D^  E^ 
&c.^  qui  ont  \ine  abfciffe  commune  x,  &  qui  ayent 
cette  propriété  que  Taîre  de  la  courbe  A  foit  propor- 
tionelle  a  l'ordonnée  de  la  courbe  JB,  Taire  de  la  cour- 
be B  proportidnelle  a  l'ordonnée  de  la  courbe  C,  & 
ainfi  de  fuite  félon  Tenonçé  du  dernier  Théorème,  en 
forte  qu'une  courbe  quelconque  dans  la  fefie  foit  tou- 
jours conftruftible  par  celle  qui  précède  immédiatement. 
Soit  la  première  courbe  A  y  dont  l'ordonnée  p  fonftion 
de  X,  en  forte  cependant  que  pdx   ne  foit  pas  intégra-» 
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ble;  cette  quadrature  eft  appeliée  par  M  BeraouUi 
TranfccndaMc  du  premier  degré  y  la  quadrature  de  la  fé- 
conde courbe  By  Tranfccndante  du  fécond  degré  ^  &  ainfi 
de  même  félon  Tordre  des  courbes.  Or  on  peut  aifié- 
ment)  par  les  principes  prtcedents,  réduire  ces  quadra- 
tures tranlcendaotes  a  la  re£lification  des  courbes  algé- 
briques. Car  A=iS.pdMy  B:=S*.  {dMS.pdK)y  C=: 
S.(d0S.(dMS.pdu))j&c.  Maïs  S.{dMS.pdx)  = 
uS.pdfç—^S.pudx^  &en  gênerai  la  quadrature  tran- 
icendante  d'une  courbe  du  degré  ;i-hi  fe  réduit  a  cet- 
te forme  i^.d^s^.du^.du ...S.pdx  = 

Il  ne  refle  donc  qua  réduire  par  les  méthodes  du  Cha- 
pitre précèdent  les  quadratures  S^pda^  S.pxd^yS.pxxdxy 
(yc.  a  la  re£lification  dautant  de  courbes  algébriques 
qu'il  y  a  de  termes  afTeflés  de  5*,  &,  en  fubfti tuant 
dans  la  ferie  précédente,  on  aura  la  quadrature  tran- 
fcendante  du  degré  n^^i  réduite  a  la  re£lification  d'au- 
tant de  courbes  algébriques  qu'il  y  a  d'unités  dans 
lï— l-i.  Mis  principiis  via  fternitur  ad  majora.  Newton , 
Traité  des  quadratures. 
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